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CAPITULO 5

RETA

Definicdo: Seja (r) uma reta que contém um ponto A e tem a diregdo de um vetor
V, com V= 0. Para que um ponto X do %3 pertenca a reta (r) deve ocorrer que 0s
vetores AX e v sejam paralelos. Assim, existe um escalar t e ® tal que: AX = tv
= X-A=tv = X=A+tv. Esta expressdao é chamada de equagdo vetorial da

reta.

Observe que, para escrevermos a equacao vetorial de uma reta

(r):X =A+tv, sempre necessitamos conhecer um ponto A de (r) e um vetor v

paralelo a ela. O vetor v é chamado de vetor diretor da reta (r) e te® é

chamado de parametro.

Por um axioma importante da geometria plana, dois pontos distintos, A e B,
determinam uma reta. Logo, podemos escrever a equacgao vetorial da reta quando

se conhece dois pontos pertencentes a ela, da seguinte forma: podemos considerar
o vetor diretor da reta (r) como sendo o vetor AB ou BA, pois ambos sdo paralelos
a reta (r), assim como podemos escolher qualquer um dos pontos A ou B e

escrever que (r):X=A+t-ﬁ ou (r):X:A+t-§& ou (r):X:B+t-ﬁ ou ainda

(r):X:B+t-§A.
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Por exemplo: considere a reta (r) determinada pelos pontos A(1,3,0) e B(-1,2,1).
Entdo podemos escrever que N:X=A+t-: AB , VteR =
(r:X=(,3,0)+t-(-2,-11) que é a equacgao vetorial da reta (r). Assim, para cada

valor real do parametro t substituido na equagdo vetorial da reta vamos obter seus

infinitos pontos, ou seja:

para t{; =0 => X; =(1,3,00+0-(-2,-11) = X; =(1,3,0) e(r);
para t; =1 = X5 =(1,3,0)+1-(-2,-11) = X5 =(-141) e(r);
para t3 =-4 = X3 =(1,3,0)+(-4)-(-2,-11) = X3 =(9,7,-4) () ;

Assim por diante.
5.1 Equagoes da Reta

Equacoes Paramétricas da Reta

Sejam X(X,Y,z) e A(Xy,Yo,Zo) Onde, A é o ponto conhecido da reta e X
representa qualquer ponto da reta, para algum valor de t € R. Seja vV = (xq,Y1,21) O
vetor diretor da reta (r). Assim, sua equagdo vetorial é (r):X = A + tv. Substituindo

as coordenadas de cada elemento da reta teremos:
X =Xq + X3t

(X, ¥,2) =(Xo1Y0rZo) +(X1,¥1,21) -t = (r):{y=Yyo +Y1t, Vte R. Esta forma de
Z=2,+2Z3t

escrever é chamada de equac¢des paramétricas da reta (r).

Equacgoes Simétricas da Reta

{_ X=X

X = Xo + Xyt X1
Das equagdes paramétricas (r): <y =y, + Yit, podemos escrever: {t = Y~ Yo
Z=25+21t Lz Xlzo

= -

(r): X Xo_Y~Yo _Z72% o, x; #0,y; 0 ez 0. Esta forma de

X1 Y1 Z3

Entdo:

escrever a equacdo da reta é chamada de equacoes simétricas.

5.2 Condicao de alinhamento de trés pontos

Sejam  Py(X1,Y1,21), P2(X2,Y2,22) € P3(X3,Y3,23) trés pontos colineares, ou

seja, alinhados. Logo, eles pertencem a mesma reta (r). Seja (r) a reta



c)
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determinada pelos pontos P; e P,. Entdo (r):X:P1+tfl3i. Na forma simétrica

X — X - z-7 . . ~
(r): 1L _Y=V1 L. Como P; pertence a reta (r), ele satisfaz a equacdo
X2=X1 Y2-Y1 22-2%

de (r), ou seja:

X3 — X - 73-2 .y -
37X1 Y371 _Z37 % geta relacio é chamada de condicdo de
X2=X1 Y2-Y1 Z2-7

alinhamento de trés pontos, desde que x, —x; #0, y, —y; #0 e z; —zy #0.

Exemplo (1): Dadas as retas na forma simétrica, destacar o ponto e o vetor
diretor de cada uma.

X-2 z+5
a) (r): =y-1=
) ()= =v >
2x -2 3-z
b) (s): =-y-1=
) () =5 = oy 1=
1
X — =
c) (m): 23:22—5ey:—4

Solucado: Lembre que, uma reta esta na forma simétrica quando sua equagdo é

X—Xo _¥Y=Yo _Z-2
X1 Y1 Z3

escrita como (r):

para xy #0,y;#0ez 0, ou seja,

quando os coeficientes das varidveis x, y e z sdo todos iguais a 1. Neste caso, as

coordenadas (—Xqo,~Yo,~Zo), Que aparecem no numerador destas proporcdes sao as
coordenadas do ponto A da reta e as coordenadas (Xi,Y1,Z1) sao as coordenadas
do vetor diretor.

_y-1_z+5_ [A@21-5)
12 Vv =(-3,1,2)

a) (r): X_‘32

b) A reta (s) ndao estd adequadamente escrita na forma simétrica. Fazendo:

(s) 2 3 2 _ =1 T =1 _= 1_ 2_ 1 Agora, na forma simétrica, vem:
2 -1 -1
(): X-t_y+1_z-3 A(l’_;’3)
) 3 S 1 - 2 \7 = (5 I_llzj
2

Neste caso em que temos um termo y = -4, escrevendo a equacdo na forma

1
X — —

paramétrica, vem: (m): 5 3_2;-5e y=-4
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X ——

3 1 1 1 5
2 - 3+ 3+ A(51_415j
y=-4=y=-4+0t = (mM):iy=-4+0t=> .
22—5:t:>z:5+l 2.1 V=(2,0,5j
2 2 2 2

Exemplo (2): Dada a reta (r): X = (1,1,-3) + t(2,3,1), verificar se os pontos P(5,7,-

1) e Q(-5,-8,-2) pertencem a reta.

Solugdao: Se um ponto pertence a uma reta, ele deve satisfazer a equagao
simétrica da reta.
x-1 y-1 z+3 5-1 7-1 -1+3

) _ 2-2-25Pec(r

= 3 1 2 3 1 = Pe)
x-1 y-1 z+3 -5-1 -8-1 -2+3

r): — = = = —32—3 1 r

= 3 1 2 3 1 #1=Q#(n

5.3 Condigdo de coplanaridade entre duas retas

Dizemos que duas retas sdao coplanares se elas estao contidas no mesmo
plano. Caso ndo exista um plano que as contém dizemos que elas ndo sdo
coplanares. Por exemplo: as retas r, e r3 sdo coplanares, pois estdao contidas no
mesmo plano B. As retas r; € r, nao sao coplanares, pois estdo contidas em planos

distintos. O mesmo ocorre entre as retas ry e r;, sao retas nao coplanares.

Sejam (ry):X; =A;+t;vy e (n): Xy =A, +tv, duas retas coplanares com

Ai(ai, by, 1), As(az,by,c3), Vi =(X1,Y1,21) € Vo =(Xy,¥2,2). Note que, se as

retas sdao coplanares, entdo os vetores vy, v, e A;A, sao coplanares.

- (r1)

Vi
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Logo, a condicdo de coplanaridade entre as retas é a mesma condicdo de

coplanaridade entre os vetores vy, Vv, e AjA, . Portanto:
ay-a by-b; ;-
[A1A2, V1, V2] =] Xq Y1 z; |=0
X2 Y2 Z

5.4 Posicoes Relativas entre duas retas

As posicOes relativas entre duas retas (r;) e (r;) sado divididas em dois casos:
I- Retas coplanares. Se (r;) e (r,) sdao retas coplanares entao suas posicoes
relativas sdo: paralelas ou concorrentes;
II- Retas nao coplanares. Se (r;) e (r,) sdao retas ndo coplanares a Unica posigdo

relativa entre elas é reversas.

Existem alguns casos particulares como:
e Retas coincidentes é um caso particular quando as retas sao paralelas.
e Retas perpendiculares é um caso particular quando as retas sdo
concorrentes.

e Retas ortogonais € um caso particular quando as retas sdo reversas.

Para uma melhor discussdo das posicOes relativas entre duas retas e, de uma
forma facil e rapida distinguir um caso do outro, vamos analisar cada posigdo
relativa entre duas retas (r;) e (r3).

Considere duas retas (ry): Xy = Ay +t1vy e ()1 X5 = Ay + V5.

I - Retas coplanares: Se as retas (r;) e (r,) sdo coplanares entdo

[A1A;,V1,V2]=0.

1) Retas Paralelas: Sao retas coplanares, ndo se interceptam e o angulo entre

elas é 6 = 0°. Analisando a dependéncia linear entre os vetores podemos concluir:

Vi,V>} LD (paralelos =
{v1,v2} LD (p ) A "

{V1,A{A;} LI (ndo paralelos) A1A2 : v ()

A2 \72 (rZ)

{v2,A1A2} LI (ndo paralelos)

Usaremos a notagdo (ry) l(r;) para indicar retas paralelas.
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2) Retas Coincidentes: S3o retas coplanares, uma esta posicionada inteiramente
sobre a outra, a intersecdo entre elas é uma delas e o dngulo entre elas é 6 = 0°.
Analisando a dependéncia linear entre os vetores podemos concluir:

{V1,V2} LD (paralelos)

. A1A2 Vi Va2
{vi,A{A,} LD (paralelos) > — >
(r1) =(r2)
{V2,A1A2} LD (paralelos)

Usaremos a notagao (r;) =(rp) para indicar retas coincidentes.

3) Retas Concorrentes: S3o retas coplanares, se interceptam num ponto P e o

angulo entre elas é 0 = 90°. Analisando a dependéncia linear e o produto escalar

entre os vetores podemos concluir:

{V1,Vy} LI (ndo paralelos) Vq V2

Vi -Vy %0 9

(r2) (ry)

4) Retas Perpendiculares: Sao retas coplanares, se interceptam num ponto P e o

angulo entre elas é 0 =90°. Analisando a dependéncia linear e o produto escalar

entre os vetores podemos concluir:

{V1,V5} LI (ndo paralelos) (ry .
(r2) P< 0 )

— — —e
Vi:Vy =0 Vfl/

Usaremos a notagao (r;) L (rp) para indicar retas perpendiculares.

II - Retas nao coplanares: Se as retas (r;) e (r;) nao sao coplanares entao

[AjA;,Vy,V]1#0.

1) Retas Reversas: Sdo retas ndo coplanares, ndo se interceptam e o angulo

entre elas é 6 = 90° . Analisando a dependéncia linear e o produto escalar entre os

vetores podemos concluir: i

{V1,V3} LI (ndo paralelos) (ry)

— — | ;
Vi-vy #0 ) Vi )|
Le—e—e————""""" ~<20
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2) Retas Ortogonais: S3o retas ndo coplanares, ndo se interceptam e o angulo

entre elas é 6 = 90°. Analisando a dependéncia linear e o produto escalar entre os

vetores podemos concluir:

{V1,V,} LI (ndo paralelos) Y
Vi
Vi:Vy =0 !

.
(r2) L:‘/VI V2

Com base a analise feita acima, sugerimos o seguinte resumo para

0\

distinguirmos as posicdes relativas entre duas retas (ry) e (ry).

Resumo: Sejam (1) : X3 =A; +t;v1 € (h): Xy = Ay +tHvy.
I - Retas Coplanares = [A;A,,Vq,V5]=0
1) Retas Paralelas: {v{,Vv,} LD (paralelos) e {vy,Aj;A>} LI (ndo paralelos).

2) Retas Coincidentes: {v{,V,} LD (paralelos) e {Vl,rAi} LD (paralelos).
3) Retas Concorrentes: {vq,V,} LI (ndo paralelos) e v; -V, #0.

4) Retas Perpendiculares: {vy,V,} LI (ndo paralelos) e v;-v, =0.

II - Retas nao Coplanares = [@,\71,\72] =0

1) Retas Reversas: vq -Vy =0

2) Retas Ortogonais: vy -V, =0

Exemplo (3): Dadas as retas (r): X;Fl —y-2= 25

o (S):x—3:y—4:z+1,
-3 -2 2 4

verificar a posicdo relativa entre elas e determinar a intersegao se houver.

=~ Al(—1,2,5) A2(3I4I_1)
SOIU ao: Para a reta (r) temos: _ e para (s) temos: ~ .
¢ (") {vl _(21,-3) € P2 (®) {Vz - (-2,24)

Vamos determinar [AjA,,V{,V,] para sabermos se as retas sdo ou ndo

4 2 -6
coplanares. Entdo: [A{A,,Vvy,Vo]=[ 2 1 -3]=0. Logo as retas sao coplanares.
-2 2 4

Como {vq,Vy} LI (ndo paralelos) e vy -v, =-14 =0, as retas sdo concorrentes e

existe a intersecdo entre elas que é um ponto P(x,y,z). Para determinar a
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intersecao devemos igualar as equacgdes das retas (r) e (s). Assim, das retas (r) e

(s) podemos escrever:

X+1:y—2:>x:2y—5 X_3:y—_4:x:—y+7
(r): 2—25 e (s): z_+21 y%4
— -2 Z:_3 11 = —_— z=2 —9
3 YT eTET T g T2 Y

2y-5=-y+7=>y=4e-3y+11=2y-9 = y=4. Voltando a equagdo de (r) ou
(s) e fazendo y = 4, teremos, x = 3 e z = -1. Portanto, a intersecao de (r) com (s)
€ o ponto P(3,4,-1).

=z-4.

Exemplo (4): Determine os pontos de furos da reta (r): LB _Y ; 4

Solucao: Pontos de furo de uma reta, sao os pontos P;, P, e P3, intersecao da
reta com os planos coordenados yz, xz e xy, respectivamente. Para determinar o
ponto onde a reta "fura" o plano yz, basta fazer a coordenada x = 0 na equacao da
reta e determinar as outras coordenadas y e z. Analogamente paray = 0ez = 0,
para determinar os pontos de furo sobre os planos xz e xy. Assim:
—===y=4

X=0=> 4 03 = P1(014I4)
z—4=§:>z:4

x 0-4
Lo o x=3
y=0=.-3 4 = P»(3,0,3)
0-4
Z-4=——=272=3
4
X _0-4=x=12
z=0=> ;34 = P3(12,-12,0)

Y% 0 4-y--12
2 =Y

Vamos representar estes pontos no k3 e também a reta (r).

z

A
(r
//
//
a Py .~
/3}/:/
P
2 : y
S >
| 4
3
12
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Exemplo (5): Determine a equagdo da reta (s) que é perpendicular a reta
(r):X=(20,0)+t3,1,-1) e passa pelo ponto M(2,1,-1).

Solucao: Vamos determinar o ponto Q(X,Yy,z) que a intersegao das retas (r) e (s) e

escrever a equacao da (s) que passa pelos pontos M e Q da seguinte forma

(s): X=M+t- W Pela figura podemos notar que o vetor QT\ € paralelo ao vetor

v, e ortogonal ao vetor QM. Ent3o:

QA//V=QA=a V= (2-%-y2)=a-(31-1) = ™
2-X=30 = X=-3a+2 . @”l

Q:i-y=a=>y=-a A IF >
—Z=-0>Z=qa A Q v

QMLV = QM-V =0
2-x1-y~1-2)-(31,-1)=0=-3x-y+z+8=0 (s)

—3(—30c+2)—(—0c)+0c+8:Oja:—%

Determinando o ponto Q: y:—(—i] Q(— —,—%j. Assim o vetor

@’4:(2 28 2 1 2]:( 6 9 9

——1l-—,1+— -—,—,——|. Com Wé o vetor diretor da reta
11 11 11 11°11° 11
(s), podemos tomar qualquer vetor paralelo a ele para ser o vetor diretor da reta

(s). Em particular seja U:—%~®:(2,—3,3). Portanto a reta (s) sera escrita

como X=M+t-u, ou seja, (s):X=(21,-1)+t-(2-3,3). Na forma simétrica

X -2 -1 z+1
(s): _Y .

2 -3 3

Exercicios Propostos
1) Verificar a posicao relativa entre as retas e determinar a intersecao quando

houver:
a)(r):x—Z:Y+1=Z+1e(s):X_B:y_1:Z+14
-2 3 2 -2 -2
Resp:a) Retas perpendiculares e (r)n(s)=P(-1,5,-10)
XxX-2 y+1 z-2 x-1 z+2
b) (r): = = e (s): =y-1=
) () 5= === e (9) 5=y =

(r)
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Resp:a) Retas reversas e ndo existe (r)m(s)

2) Determine a equacao da reta suporte da altura relativa ao lado BC do triangulo
de vértices A(2,2,5), B(3,0,0) e C(0,6,0). Resp:
(r): X=(2,2,5) +t(0,0,5)

3) Os pontos médios dos lados de um tridngulo sé@o os pontos M(2,1,3), N(5,3,-1) e
P(3,-4,0). Determine a equacdo da reta suporte do lado deste triangulo que contém
o ponto M. Resp: X=(2,1,3)+t(2,7,-1)
4) Escreva a equagOes simétricas da reta que passa pelo ponto A(5,-3,2) e é
paralela ao eixo Oz. Resp:
X-5=y+3=0ez-2=t

5) Determine os valores de k para que as retas sejam coplanares:

(r):X:1=y__13:Z;2 e (s):x—2=%:ZT_1. Resp:
k:4ouk:l
3

COMENTARIOS IMPORTANTES
1) E muito comum e até natural que se introduza o estudo da reta quando ela é
definida primeiramente no %?. Muitas vezes, a reta é apresentada ao aluno como o

grafico da fungdo linear f(x) =y = ax+b, sempre representada no %* (no plano) e

ndo de uma forma geométrica ou vetorial. Os cuidados que se deve tomar, neste
capitulo, sdo: a) Nos estamos trabalhando sempre no %3 (as definicdes sdo
diferentes quando trabalhamos com o %?); b) A reta aqui definida (no ®?%), tem uma
definicdo vetorial e uma interpretacdo geométrica (ndo apenas o grafico da funcao
linear).

2) Quando estamos no R? a funcdo linear f(x)=y =ax+b, como a prépria
representacao diz, temos y como funcao de x, ou seja: y = f(x). Assim, a equagao
de uma reta é, por exemplo: y =2x+5. No R3 a fungdo linear é expressa na forma

y=ax+b e z=cx+d, tanto y com z sao funcbes de x. Logo, a equagdo da reta &,

por exemplo: y=2x+5 e z=x-3. Note que esta forma de escrever a equagao da

Y72 o 7-x%x-3 = x=27+3.

reta vem da forma simétrica, pois: y=2x+5 = x =

Logo x = =z+3.

y-5
2
3) E muito importante o aluno saber destacar da equacdo simétrica da reta o seu

ponto e seu vetor diretor. Portanto, olhe o exemplo (1) e pratique um pouco.
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4) Atencdo as posicBes relativas entre retas. E muito comum o aluno afirmar que as
retas sdo ortogonais (pertencem a planos diferentes) e achar a intersegcao. Ora,
como isso é possivel? Na verdade nao é possivel.

5) Outro erro muito comum ¢é dizer que as retas sdao perpendiculares ou
concorrentes e ndo sao coplanares. Ora, isso ndo é possivel. Reveja estes conceitos
novamente e pense antes de afirmar alguma coisa.

6) Deve-se notar que uma reta é constituida de pontos. Como estamos
introduzindo os conceitos vetoriais para definirmos e trabalhamos com as retas, é
muito comum, quando utilizamos as equacdes da reta, confundir o que sao pontos
da reta e o que sdo vetores paralelos ou contidos na reta. Por exemplo: Considere a

x-1 y+3 z ,
=1 -3 Como é comum representar um

reta de equacgdo simétrica (r):

vetor expressando somente suas coordenadas por Vv =(X,Y,z), isso pode causar
confusdo com as coordenadas x, y e z dos pontos da reta, ou seja, as coordenadas
X, Y € zZ que aparecem na equacdao simétrica (bem como nas outras equacdes)

X£1 = Y+13 :%, sao as coordenadas dos pontos da reta e ndo de um vetor

paralelo ou contido nela. Um vetor sé sera paralelo ou estard contido na reta se for
multiplo (ou seja, paralelo) ao vetor diretor da reta. No entanto, para que um ponto
pertenca a reta é necessario que ele satisfaca a equacao da reta. Note que o ponto

3-1_-4+3 3

P(3,-4,3) € (r), pois: 5 T 3 = 1=1=1, mas o vetor v =(3,-4,3) ndo é

paralelo a reta, pois o vetor diretor da reta é U =(2,-1,3) que ndo é multiplo do
vetor v = (3,-4,3). Ja o vetor w = (4,-2,6) é paralelo a reta, pois € multiplo do vetor
diretor, ou seja, w=2-4, mas o ponto de coordenadas Q(4,-2,6) ¢ (r), pois:

4-1_-2+3_6
2 1 3

3
—=-1=2.
:>2¢ #



