
Fundamentos da Meânia - 4300151Diurno e Noturno, primeiro semestre de 2013VetoresO oneito de vetorExistem muitas grandezas físias que não podem ser ompletamente desritas por um simples número.Para desrever essas grandezas (omo forças, desloamentos, veloidades, et.) preisamos espei�ar, alémde um número, uma direção e um sentido. Essas grandezas são denominadas vetoriais, em ontraposiçãoàs grandezas esalares, que podem ser araterizadas apenas por um número (omo temperatura, energia,et). Representamos e fazemos ontas om essas grandezas vetorias a partir do oneito de vetor. O vetoré uma entidade matemátia assoiada a um módulo, uma direção e um sentido. Representamos um vetorpor uma letra om uma �eha em ima: ~r. Na natureza existem também outras grandezas que são muito maisomplexas, neessitando para sua araterização de entidades matemátias ainda mais ompliadas que os vetores(por exemplo, a tensão ou as deformações de um sólido anisotrópio são desritas por entidades denominadastensores).Vetores já devem ter sido vistos no ensino médio. Não vamos rever as idéias mais intuitivas. Tambémnão vamos nos preoupar om um tratamento rigoroso ou detalhado (que deve ser apresentado numa disiplinaespeí�a de matemátia). Vamos apenas rever os oneitos básios, de�nir os vetores mais usados na inemátia(vetor posição, vetor veloidade e vetor aeleração) e prinipalmente introduzir uma notação mais prátia a �mde failitar as operações (soma, multipliações, derivação) om vetores. Sem o domínio dessa nova notação�a impossível a representação adequada da inemátia e ainda fazer as ontas neessárias para aresolução de problemas mais omplexos.Vetores na inemátiaSuponha que voê queria desrever um movimento num plano1: suponha o movimento de uma pessoa queentre pelo portão 3 da USP e se dirija ao IME. Na �gura 1, esse movimento está representado pelos pontospretos. Para indiar a posição da pessoa em ada instante de tempo, preisamos, a partir de um sistema dereferenias, indiar, para ada instante t, o seu vetor posição .Vamos adotar iniialmente um sistema artesiano - o par de eixos ortogonais desenhado na �gura 1, omorigem em um ponto qualquer, e omo origem do tempo o momento onde a pessoa está na portaria 3. No desenhoda direita, vemos os vetores posição nos instantes t = 2, t = 9 e t = 13 (em alguma unidade...). O vetor posiçãode um objeto que se move, no instante t, é um vetor que omeça sempre na origem do sistema de oordenadase aaba na posição em que o orpo está nesse instante.
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Figura 1:1Vamos de�nir todos os oneitos para movimentos bidimensionais, que são mais failmente desenhados e visualizados. A extensãodessas de�nições para três dimensões (ou mais!) é imediata. 1
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Notem que, a partir da informação sobre o vetor posição em vários instantes do tempo podemos de�niruma função vetorial, ou seja, um vetor ujo módulo, a direção e o sentido variam ontinuamente, por exemploomo tempo. O vetor posição em geral é uma função vetorial e é representado por ~r(t).A função vetor posição equivale à equação horária no aso de movimentos no plano e noespaço. Do mesmo modo que a posição de um orpo depende do sistema de referênias, o vetor posição tambémvai depender do referenial adotado. Mas, uma vez de�nido, um vetor (ou seja, seu módulo, sua direção e seusentido) é uma entidade matemátia que não depende de omo o representamos.Podemos agora generalizar failmente os oneitos de veloidade média e veloidade instantânea para osmovimentos bi e tridimensionais:Veloidade média:
~v =

∆~r

∆t
=

~r(tf )− ~r(ti)

tf − ti
.Veloidade instantânea:

~v(t) = lim
t→0

∆~r

∆t
=

~r(t+∆t)− ~r(t)

∆t
=

d~r

dt
.Mas o que signi�am essas de�nições? Para que esses oneitos sejam de alguma utilidade, preisamosaprender omo �fazer ontas� om vetores. No seu urso do ensino médio voê deve ter aprendido que vetores sesomam segundo �a regra do paralelogramo� ou �a regra do polígono� (veja �gura 2).
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Figura 2:Esses métodos geométrios são intuitivos, mas são muito pouo prátios e preisos. Preisamos de réguas,esquadros, transferidores, e outros equipamentos de desenho para usá-los om preisão. Vamos a seguir introduziruma forma de representar e fazer onta om vetores muito mais e�iente: onsiste em representaro vetor omo a soma de suas omponentes em uma �base� ortogonal, a partir da de�nição dos �versores� nessabase. Com isso �ará muito simples somar, subtrair, multipliar vetores, enontrar seus módulos ou até mesmoo ângulo entre eles om grande preisão. Vamos poder ainda derivar e integrar funções vetoriais e desreverqualquer movimento no espaço tridimensional, mesmo os mais ompliados!Apesar dos vetores serem independentes dos sistemas de oordenadas, é muito interessante esrevê-los emtermos de suas omponentes num determinado sistema. A �gura 3 india um vetor ~F que tem uma omponente
~Fx ao longo da direção x.A notação ∣

∣
∣~F

∣
∣
∣ designa o módulo de um vetor ~F . Então,

∣
∣
∣~Fx

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣~F

∣
∣
∣ cosα.Adotando um sistema de eixos artesianos (isto é, de eixos ortogonais, omo mostrado na �gura 4), todo vetorplanar pode ser deomposto em omponentes ao longo das direções x e y.2
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Figura 4:Usando a �regra da soma do paralelogramo� temos
~F = ~Fx + ~Fy,ou seja, um vetor sempre pode ser esrito omo a soma de suas omponentes num sistema de eixosortogonais. Pelo teorema de Pitágoras temos
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.Embora tenha sido apresentado um exemplo bidimensional, tudo também funiona em três dimensões(para um sistema de eixos artesianos x− y − z).Para tornar mais simples a representação de um vetor é interessante introduzir a noção de versor , que éum vetor de módulo unitário, funionando omo uma espéie de �unidade de direção �. Na �gura 5 representamosos versores ~ı e ~, que são vetores unitários nas direções x e y respetivamente (na direção z ostuma-se usar osímbolo ~k). Note que |~ı | = |~ | = 1.
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Figura 5:O vetor ~Fx pode então ser esrito omo ~Fx = Fx~ı, onde Fx é um esalar, ujo valor orresponde ao módulo∣
∣
∣~Fx

∣
∣
∣. Da mesma forma temos

~Fy = Fy~.Portanto,
~F = Fx~ı+ Fy~.Em três dimensões teríamos

~F = Fx~ı+ Fy~+ Fz
~k.3



Se um vetor é representado dessa forma, é imediato desobrirmos o valor de sua omponente em qualquer umadas direções x, y ou z.Tenha erteza de que entendeu mesmo o que foi feito até agora! Voê terá que reproduzir esse tipo deraioínio inúmeras vezes daqui para a frente. Caso não tenha entendido, pergunte! Em seguida veja o exemploabaixo e faça os exeríios propostos.Exemplo 1: Esreva, em termos dos versores artesianos, os dois vetores ~v1 e ~v2, indiados na �gura 6 abaixo.
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~v1 = 3~ı+ 2~; ~v2 = 4~ı− 2~e que

|~v1|2 = 32 + 22 = 13 =⇒ |~v1| =
√
13; e |~v2|2 = 42 + 22 = 20 =⇒ |~v2| =

√
20 = 2

√
5.Exeríio 1: Esreva os vetores ~a, ~b, e ~c representados na �gura 7 abaixo, em termos dos versores~ı e ~; aluleo módulo do vetor ~a.
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Figura 7:Operações om vetoresUsando essa notação �a muito mais fáil somar, subtrair e multipliar vetores. Veja as de�nições e osexemplos abaixo, e depois faça os exeríios propostos:Soma ou subtraçãoDados os vetores
~a = ax~ı+ ay~+ az~k4



e
~b = bx~ı+ by~+ bz~k,o vetor soma ou subtração é de�nido omo

~a±~b = (ax ± bx)~ı+ (ay ± by)~+ (az ± bz)~k.Exemplo 2: Vamos onsiderar os vetores
~v1 = 3~ı+ 2~; ~v2 = 4~ı− 2~.A soma é dada por

~v1 + ~v2 = 7~ı.Exeríio 2: Calule ~a+~b e ~a− ~c, onde ~a, ~b e ~c são os vetores da �gura 7.
Produto de vetores:Há pelo menos três tipos de produtos envolvendo vetores:(i) o produto de um vetor por um número esalar; o resultado é um vetor om mesma direção e sentido masom um módulo multipliado por esse número. O sentido se inverte se o número for negativo.(ii) O produto esalar, representado em geral por um ponto (·), que é uma forma de ombinarmos dois vetoresdando omo resultado um número (esalar, daí o nome); inúmeras grandezas importantes no estuda dameânia são o resultado do produtos esalar entre dois vetores, e, em partiular, o produto esalar forneeum modo simples e exato de alularmos o ângulo entre dois vetores sem fazer desenhos.(iii) O produto vetorial, geralmente representado pelo símbolo × , que é uma forma de ombinarmos dois vetoresdando omo resultado outro vetor. Produtos vetoriais são muito empregados para desrever dinâmia derotações, por exemplo.Vamos hoje estudar os dois primeiros tipos de produto.(i) produto de um número esalar por um vetor, dando omo resultado um vetor:Dado o vetor

~a = ax~ı+ ay~+ az~ke o esalar A, temos
A~a = Aax~ı+Aay~+Aaz~k.Exemplo 3: Como exemplo, vamos onsiderar o vetor ~v1 = 3~ı + 2~. Multipliando por 5, temos 15~ı + 10~;multipliando por −6, obtemos −18~ı− 12~; multipliando por 0, 5 temos 1, 5~ı + ~.Exeríio 3: Calule os vetores ~A = 10~a e ~C = 1

2
~c, onde ~a e ~c são os vetores da �gura 7.
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(ii) Produto de um vetor por outro vetor, dando omo resultado um esalar (é o hamadoproduto esalar);Dados os vetores
~a = ax~ı+ ay~+ az~ke
~b = bx~ı+ by~+ bz~k,de�nimos o produto esalar,

~a ·~b = axbx + ayby + azbz.Exemplo 4: Por exemplo, o produto esalar dos vetores ~v1 = 3~ı+ 2~ e ~v2 = 4~ı− 2~ é dado por
~v1 · ~v2 = 3× 4 + 2× (−2) = 12 − 4 = 8.Exeríio 4: Calule os produtos esalares ~a ·~b e −~c · ~a.

Há uma forma alternativa, muito onveniente, de esrever o produto esalar entre dois vetores. Dados ~a e
~b, formando um ângulo θ, é fáil mostrar que

~a ·~b = |~a|
∣
∣
∣~b
∣
∣
∣ cos θ.A demonstração desta relação está no livro Uma introdução elementar ao álulo diferenial e integral, disponívelna página dessa disiplina na Internet.Exemplo 4: vamos alular o ângulo entre os vetores ~v1 = 3~ı+2~ e ~v2 = 4~ı− 2~. O produto esalar é dado por

~v1 · ~v2 = 3× 4 + 2× (−2) = 12 − 4 = 8.Os módulos desse dois vetores são dados por
|~v1| = (9 + 4)1/2 =

√
13 e |~v2| = (16 + 4)1/2 = 2

√
5.Então

cos θ =
~v1 · ~v2
|~v1| |~v2|

=
8

2
√
13× 5

= 0, 496...,de onde vem que θ é o ângulo ujo osseno vale 0,496..., ou seja, θ ≈ 60, 255◦.Exeríio 4: Calule o ângulo entre os vetores ~a e ~b.
Funções vetoriais: 6



Uma função vetorial é um vetor que depende de uma ou mais variáveis. Por exemplo, o vetor posição ~r ouo vetor veloidade ~v são em geral funções do tempo t. Então temos as funções vetoriais ~r = ~r (t) e ~v = ~v (t).Uma função vetorial terá funções omo omponentes (em vez de números), ou seja, é o valor de suasomponentes x, y ou z que variam om o tempo:
~r = ~r (t) = x(t)~ı+ y(t)~+ z(t)~konde hamamos de x(t) o módulo da omponente do vetor posição ~r(t) na direção x, de y(t) o módulo da suaomponente na direção y e z(t) o módulo da sua omponente na direção z.Exeríio 5: dado um orpo ujo movimento é desrito pelo vetor posição ~r(t) = (2+3 t)~ı+(−3 t2)~ (unidadesSI), (a) enontre os vetores que indiam a posição do orpo nos instantes t = 1 s e t = 2 s. (b) Faça um desenhodesses vetores. () Qual a distânia do objeto à origem do sistema de oordenadas, no instante t = 2 s?

Exemplo 6: Enontre o vetor veloidade instantânea para o movimento do orpo aima e desubra qual o vetorveloidade no instante t = 2 s.
~v(t) =

d~r(t)

dt
=

dx(t)

dt
~ı+

dy(t)

dt
~ = vx(t)~ı+ vy(t)~( a derivada da soma é a soma das derivadas e~ı,~ são onstantes). Para o vetor posição de�nido aima temos:

~v(t) =
d~r(t)

dt
=

d

dt

[

(2 + 3 t)~ı+ (−3 t2)~
]

= (3)
︸︷︷︸

vx

~ı+ (−6 t)
︸ ︷︷ ︸

vy

~

~v(t) = 3~ı− 6t~ =⇒ ~v(t = 2) = 3~ı− 12~.Note que a omponente da veloidade na direção x é onstante o que signi�a que o movimento nessa direção(ou seja, x(t)) é um MRU; já a omponente da veloidade na direção y varia linearmente om o tempo, o quesigni�a que o movimento nessa direção é um MRUV.Exeríio 6: Calule o vetor veloidade média entre os instantes t = 0 s e t = 2 s.

Exeríio 7: Calule o vetor aeleração ~a(t), de�nido omo d~v(t)

dt
, no aso aima. Qual a direção e o sentidodesse vetor aeleração? 7




