Exercicios 29/jan/2016

Ensembles candnico (sistema em banho térmico) a partir do microcanénico (sistema isolado)

1. Probabilidade de um estado microscopico em uma das partes de um sistema:
exemplos

a.

Solido de Einstein isolado (pequeno) dividido em vdrias partes
iguais. N = 1,numero de partes N = 4, E;,; = 4hw. As 4 partes (A, B, C,
D) trocam energia entre si, portanto nenhuma delas tem energia fixa, mas todas
possuem a mesma “temperatura”. Vamos calcular a probabilidade de encontrar
uma parte em algum dos estados microscopicos possiveis, isto &, vamos calcular
a probabilidade candnica.

e Contabilize os estados microscépicos (E,, Eg, Ec, Ep) possiveis deste
sistema composto de 4 partes.

e Calcule o numero médio 7, de subsistemas com energia E; = ghw
(convengam-se que entendem o raciocinio, semelhante ao da pg 9).

e Calcule as probabilidades P, de encontrar um dos 4 subsistemas em
cada um dos estados microscépicos possiveis, caracterizados por
energia E,. Monte uma tabela P, vs E;.

e Faga um histograma de F; vs E;. Comparem com a curva da fungdo
exponencial f(E) = Cexp(—BE).Vocé consegue calcular o valor de 8
qgue melhor se ajusta? E de C?

Sélido de Einstein pequeno (N = 1) em contato com banho térmico
constituido N = 3. Considere o mesmo sistema isolado da questdo anterior,
com 4 subsistemas, N = 4, e energia total E;,; = 4hw. Sé que agora vocé vai
fixar seu olhar no subsistema (indice 0) do canto esquerdo superior, e
considerar os 3 subsistemas restantes como o seu banho térmico.

e Enumere os estados microscépicos possiveis do sistema composto,
(EO' Ebanho)-

e Calcule as probabilidades P, de encontrar o sistema 0 no estado
microscopico caracterizado por energia E;. Monte uma tabela £, vs E;.

e Compare com a tabela obtida no item A.

Sélido de Einstein um pouco “"maior” (N, = 2) em contato com banho
térmico constituido Ny,,,, = 18. Considere um sistema isolado como na
questdo anterior, com 10 subsistemas de N = 2 osciladores cada um, N =
10, e energia total E;,; = 10hw. Fixe seu olhar no subsistema (indice 0) do
canto esquerdo superior, e considere os 9 subsistemas restantes como o seu
banho térmico.



e Enumere os estados microscdpicos possiveis do sistema composto,
(EOJ Ebanho)-

e Calcule as probabilidades P, de encontrar o sistema 0 no estado
microscopico caracterizado por energia E,;. Monte uma tabela £, vs E;.

e Faga um histograma de F, vs E,;. Comparem com a curva da fungdo
exponencial f(E) = Cexp(—PE).Vocé consegue calcular o valor de 8
gue melhor se ajusta? E de C?

e Compare este resultado com o resultado da questdo A (ou B). Qual dos
dois sistemas vocé imagina que esteja a uma temperatura maior, o
sistema 0 da questdo B ou o sistema 0 desta questao? Explique.

2. Probabilidade de um estado microscépico em uma das partes de um sistema: caso

geral

Sistema pequeno em contato térmico com sistema grande, sistema
pequeno+sistema grande isolados. Considere um sistema muito grande (o banho), em
contato com um sistema bem pequeno (o sistema 0). A situagdo é semelhante a do problema
anterior, mas com Ny = 1000 e Npgnno = 1.000.000, por exemplo. Queremos deduzir uma
expressdo geral para a probabilidade P,, em que v representa o estado microscépico v, de
energia E,,. Usamos a letra v ao invés de g, porque a expressdo da probabilidade deve valer para
qualguer modelo, e ndo apenas para o sélido de Einstein.

Verifique, na questdo 1B (ou C) acima, que vocé pode escrever a probabilidade do
ﬂbanho(‘l'hw_Eq)
Ro+banho (4hw)
para um modelo qualquer, em que o sistema pequeno pode estar em estados

microscopicos v, escrevendo

estado microscopico q, como F; = . Podemos generalizar esta expressao,

_ Dpanno (Etotal — Ev)

P, =
Y Qtotal(Etotal)
em que E;y¢q; € a energia de [sistema grande (banho) +sistema pequeno]. Convenga-se!

Tome o logaritmo desta expressdao, multiplique pela constante de Boltzmann kg e note
que Stotai (Etotar) = kg In(Etorqr) € a entropia do sistema composto e Spanno (Etotar —
E)) = kgInQyunno(Etotar — Ev) € a entropia do banho, se este tem energia E;p¢q; —
E,. Vocé deve obter a expressao

kgIn P, = Spanno(Etotar — Ev) = Stotai (Etotar)
Agora vocé vai expandir em série de Taylor a fun¢do Syanno (Etotar — E) €m torno da
energia média do sistema pequeno Ey, fazendo E;orq1 — Ev = Etotar — Eo + (Eo — E,),

1d?
usando f(x +a) = f(x) +a +Ed_x};
que a temperatura do banho, Tyanno, € UMa constante (esta é a definicdo de banho
ideal, cuja temperatura ndo varia, mesmo que sua energia sofre “pequenas” variacoes).

Vocé deve obter

Shanho (Etotal - Ev) = Shanho (Etotal - EO) +

Lembra que a entropia é aditiva?

a® + . “Quem” é x? E a? Use também o fato de

(EO - v)-

banho



Ou seja, que Srorat (Erotal) = Sbanho (Etotar — Eo) + So(Eg)? Use essa propriedade da
entropia para obter

_ 1 _
kgInP, = =Sy(Eo) + T (Eo — Ey).
banho

e Vocé reconhece a energia livre F = E — TS nesta expressao? Obtenha a expressdo de
P, da equagdo do item anterior, em termos da energia livre F e da energia do estado
microscépico E,,. Compare a expressdo que obteve com a analise da questdo 1A, em
que a probabilidade F,; foi comparada a uma fungdo exponencial.

e Finalmente, compare seu resultado com a expressao para a probabilidade candnica (Hill,
eq. 1-12).

3. Probabilidade de um estado microscépico em uma das partes de um sistema:
entendendo o célculo do caso geral

Para rever as ideias utilizadas no inicio da dedugao acima, vamos usar um exemplo
concreto. Na pg 3 do texto M... temos a seguinte tabela:

1 35 35

4 20 80
10 10 100
20 4 80
35 1 35

Vamos analisar a probabilidade de um estado especifico do sistema 1. A probabilidade de
encontrd-lo no estado (1,0,0,0) € P00y € %. Vocé concorda? Obtenha também as

probabilidades para os estados (0,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0) e (1,1,1,1). Faga o histograma de
P(x,y,x,t)vs E(x,y,z,t) e comente.



