Produto Misto de Vetores

MAT105 — 1/2020
Profa. Ana Paula Jahn

28 Julho 2020



Relembrando: PRODUTO VETORIAL

Definicao: Sejam u e v dois vetores quaisquer. O produto
vetorial entre esses vetores, denotado por u A v, é o vetor
com as seguintes caracteristicas:

Médulo: |Uu A V| = |u| |¥] sen O
Direcdo: Ortogonal ao vetor 1 e ortogonal a v.

Sentido: Regra da mao direita. =,
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Propriedades do Produto Vetorial

—

1) Nao vale a comutativa: U X v # vV X U

<l

2) Anti — comutativa: U X v = —vV X U

UXV = 0 , se um deles for o vetor nulo ou eles sao paralelos.
NUXU=0

S5 muXnv=m-n)-(uxv)

6)Distributiva:
6.1) adireita: (U+ V)XW =UXW +V X W

6.2) aesquerda: WX (U+ V) =WXU+W XV



Expressao Cartesiana do Produto Vetorial

"—k“* 2 ) ixj=k=—jxi FEE
d kxi=]=—-ixk kxk=0

Sejam U = x;1+ y;] +z;k e V =x,1+ y,] + z,k. Vamos determinar u X V.

l_i X 7 - (X1Y+ yll + Zlk) X (le + yZ] + sz)
6 _} —] — — —
ﬁ’x7=x1x2(1x3+xly2(1x3+Xlzz(1><k)+ I L)k
—Kk UXV=1X Y1 74
+y1 X, (J X 3 +y1y2( X 3 +y12,( X k) + Xy Vo Zo
+lez(k XT1) + Zlyz(k X7) + z,Z,(K X K)

UXV= (Y32, = Vo2)1+ (%2 — %, 25)] + (X, — X2Y1)E




Interpretacao Geomeétrica do Médulo do Produto Vetorial

Sejam U e V dois vetores ndo paralelos.

~ Area do triangulo:
M 1
e B |—> -
. 1 = UANvD
P2

Area do paralelogramo:

Ap=b-h = A, = [Ul[VIsend = | A,,_[u A V|

(b = U]

< —

send = — = h = |v|senb
\ V]




PRODUTO MISTO

Definicao: Sejam u, vew. O produto misto entre esses
vetores € um numero real, denotado e definido por:

0,5, W] = (@, o AwW) O
Expressao Cartesiana do Produto Misto

1. Em relagdo a base canénica B = {i, , k}, sejam os vetores
u = (ay,by,cq), vV=_(ay,b, ;) e w=(as bs,c3). Prove que:

a, by ¢
a, b, c;
a, b; c3

(1)

[i, 3,W] =




PRODUTO MISTO
[, 3,W] = (@3 AW) O

Expressao Cartesiana do Produto Misto

1. Em relago a base canénica B = {7, 7, k}, sejam os vetores
-p - —p
u = (aq,by,c,), V= (a,b,c,) e w=(as, bs,c3). Prove que:

a, by ¢
a, b, c;
a, bz c3

[i, 3, W] =

(1)

Desenvolvendo (I) por definicao:
AW = (byc3 — b3cy)l + (azcy — azc3)j + (aghs — asby)t

—

v
(U, ¥ Aw) = aq(byc3 — bscy) + by(asc; — azcs) + ci(azbs — azby)

[

<l

,13, W] — a1b2C3 — a1b3C2 + b1a3C2 — b1a2C3 + C1a2b3 — C1a3b2 (l)

Desenvolvendo (ll):
a1b2C3 + a2b3C1 + b1C2a3 — C1b2a3 — C2b3a1 — b1a2C3

Logo, (I)=(Il) c.q.d.



PRODUTO MISTO

Pergunta: pode ser:

Ou seja: (u A

v

, W)



Propriedades do Produto Misto
1) U, vV, w| = 0,seum deles é o vetor nulo ou sdo coplanares
2) [u,v,w] = —[v,uw] = [v,w,u] =

3) [md, ¥, W] = m[4, v, W]

4) [u+a,v,w]=[uv,w|+[av,w]

X1 Y1 74
Lembrando que: U v,wl=1[X2 Y2 2
X3 Y3 73

é a condicao de coplanaridade entre 3 vetores. Logo:
[U, v, w|] = 0 = Vetores coplanares (LD)

[U, vV, W] # 0 = Vetores nao coplanares (LI)



Interpretacao geomeétrica do PRODUTO MISTO

2. Seja o paralelepipedo ABCDEFGH determinado pelos vetores ii = AB, © = AD, W = AE
conforme figura abaixo.




Interpretacao geométrica do PRODUTO MISTO

a) Determine a drea da base ABCD desse paralelepipedo em fungdo de U e 7.

b) Determine a altura h em fungdo de w.

c) Determine o volume do paralelepipedo em funcido de u, v, w.

d) O que vocé pode concluir?

e) O produto misto de trés vetores pode ser negativo (ou seja, [, ¥, w] < 0)? Discuta e
interprete geometricamente.




Volume do Tetraedro

Um paralelepipedo pode ser dividido em
2 prismas triangulares de mesmo tamanho.

E um prisma triangular pode ser dividido em
3 tetraedros de mesmo volume, sendo um

Deles o tetraedro ABCD.




Interpretacao Geomeétrica do Produto Misto

. —» —> —» ~ ~
Sejamu,v ew trés vetores nao coplanares.

— 4

VXWWE

Volume do paralelepipedo (‘Vpi): V,=Ab-h

p 1
Ab = |V X W| Vtzgvp
cos® = — = h = [u|cosH AT
|l V. = I[u,v(;w]l
V, = [u]|[v X W|cos® = U+ (VX W)




EXxercicio

Trés vértices de um tetraedro de volume 6 u.v. sao:
A=(-2, 4, 1), B=(-3, 2,3) e C=(1,-2,1).

a) Determine o quarto vértice D sabendo que ele pertence
ao eixo OY.

b) Determine o menor angulo entre a aresta BC e a
mediana relativa ao vértice A da face ACD.

c) Faca um esboco grafico da situacao.

Aplicacoes do produto vetorial e misto:
1) Distancia de ponto a reta (questao da P1)
2) Distancia de ponto a plano



