MATO0130 - Equagoes Diferenciais I

la. Lista de Exercicios - 1o. semestre de 2020

1. Uma pessoa P, comecando na origem, move-se no sentido positivo do eixo x, puxando um peso Q) ao
longo da curva C, chamada de tatriz, conforme mostra a figura 1. O peso, inicialmente localizado
sobre o eixo y em (0, s), é puxado por uma corda de comprimento constante s, a qual é mantida
esticada durante todo o movimento.Determine uma uma equagao diferencial para a trajetéria do
peso. Suponha que a corda seja sempre tangente a C'.
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2. Suponha que agua estd saindo de um tanque por um buraco circular em sua base de area Aj,.
Quando a agua vaza pelo buraco, o atrito e a contracao da corrente de dgua nas proximidades do
buraco reduzem o volume de dgua que estd vazando do tanque por segundo para cAp+/2gh, onde ¢
(0 < ¢ < 1) é uma constante empirica. Determine uma equagao diferencial para a altura da dgua h
no instante ¢ para um tanque cubico, como na figura 3. O raio do buraco é de 2 cm.

3. (Equagbes homogéneas) Se f(t,z) é homogénea de grau 0 (isto é, f(at,ax) = f(t,x), para todo
a > 0), mostre que a substituigdo x = tu transforma a equagao & = f(¢,x) numa equagdo com
variaveis separadas. Aplique este procedimento para encontrar a solucao geral da equacao
r?*dy — (3zy + 2y*) dx = 0.



4. Determine todas as solucoes das seguintes equagoes:

(a) & =te

(b) & = tlog(t* — 1)
(c) #=2a%—4

(d) £ =secx

(e) o =—(t+1x/t
f) 2=tz +1)2
(g) &= (z+1)/t
(h) 2= (x — Va2 + )/t
(i) &= gz;t;tQ

() & = dos2

() (z— yED)L = y
U

5. Resolva cada um dos problemas de valor inicial
(a) 2zy® + 32%y* %L =0, y(1) = 1
(b) 32 + 4day + (2y +222)% =0, y(0) = 1

(c) Bay+y* + (22 +ay) L =0, y(2) =1

(d) (1+y?) +2y% =0, y(0) =1

() % = yimy y(2) =3

dt y+t2y Y

(1) % = 22 y(0) —
(8) % =ka-y)b-y),y0)=0 (kab>0)
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(h) ¥ =y+/+y%y1)=0
Determine a constante a de modo que a equagao dada seja exata e resolva a equacao resultante:

(a) =+ ye*™ + aze*™vi =0

(b) &+ &+ e —o.

dx

Determine todas as funcoes f(z) tais que a equagao diferencial

dy

2

20
y*senz + yf(x)

seja exata. Resolva a equacao para essas funcgoes f.

Mostre que se (%—Jz - —) /M s6 depende de y, entdo a equagio M (z,y) + N(z,y)% = 0 admite um

fator integrante que s6 depende de y. Formule (e prove) uma condigao suficiente para que o fator
integrante dependa apenas de x.

Determine um fator integrante e resolva:

22 +y?) + (:Jc3+3xy2+2xy)g—g:0

) (22
b) (3y* —2*+1)+ 2.7:ydy =
(c) (Bzy —4dy) + (22° —4a) % =0
(d) (zy*+2) + 322y% = 0.
(a) Uma equagao da forma
Y+ gla)y = hia)y"

¢ denominada uma equacdo de Bernoulli. Aqui, n é uma constante real e f e g s@o funcoes
continuas num intervalo (a,b). Mostre que a mudanca z = y'~" transforma uma equacao de
Bernoulli numa equacgao linear .

(b) Resolva as seguintes equagoes:
i. ﬂ + y = xy3
iL@ y_w
iii. Céf = ap3 — Bp.
(a) Uma equagao da forma

Y = h@) + Ry + @y )

¢ denominada uma equagdo de Riccati. Suponha que y, é uma solugao particular de (*). Prove
que a mudanca y =y, + % transforma (*) na equagao linear

dv

T — (fol) + 2f3(2)yp(w)) v + f3().

(b) Ache a solugao geral de cada uma das seguintes equagoes:

iy = xy?
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/ _ 2x+43y

y—3T
y+y=y
y =2’y +2
Yy=y+tcoszw
v =
=

/I :c2+2y+1
y = 3y—2z—1

Y+ xy = xy’.



