Modelagem Matematica: Como o Google
ordena paginas

Esta é uma tarefa computacional em que usaremos conceitos de Vetores e Sistemas Lin-
eares em uma aplicacao interessante. Ela pode ser realizada em grupo, com grupos de até
4 alunos. A constituicdo dos grupos deve ser informada assim que possivel, bem antes da
entrega da tarefa. A programagcao pode ser feita em C, Python (3.7) ou Fortran. Além deste
enunciado, esta disponivel no Moodle um artigo, no qual ele se baseia. Procure ler o artigo,
que contém uma série de perguntas e exercicios interessantes. As partes relevantes para esta
tarefa estao explicadas aqui. A data de entrega sera por volta do final de agosto. Procurem
iniciar logo, para que eventuais dividas possam ser sanadas.

1 Introducao

Quando fazemos uma procura em um site de busca na internet, como o Google, (que dominou
a internet, mas havia Yahoo, Altavista ou outros ainda menos usados), desejamos obter
as paginas que contéem um determinado assunto ou palavra-chave, ordenadas em ordem
decrescente de prioridade, apesar de nao haver uma definigao muito clara do que isso significa.
O aparecimento do Google no final dos anos 90 foi uma espécie de divisor de aguas no que
se refere a procura de assuntos na rede. Isto porque o Google parece sempre colocar os sites
mais relevantes primeiro. Com outros sites de procura, muitas vezes era necessario olhar
paginas e mais paginas até que os resultados interessantes aparecessem.

O objetivo desta tarefa é entender como funciona um site de procura. Em particular, de-
screveremos o algoritmo utilizado pelo Google para ordenar as paginas em ordem decrescente
de importancia.

Um site de procura como o Google basicamente faz 3 coisas:

i) varre a rede e localiza todas as paginas publicas;

ii) indexa os dados de i) em um banco de dados de forma que uma procura por palavra-
chave possa ser feita de uma maneira eficiente;

iii) atribui uma importancia a cada pagina do banco de dados de ii), de forma que quando
um usuario faz uma procura e o subconjunto das paginas que contém um determinado termo
¢é encontrado, elas podem ser listadas em ordem decrescente de importancia;

Como foi dito, descreveremos como o passo iii) acima é feito e um algoritmo para realizar
tal atribuicao de importancias.

A idéia basica é atribuir pesos positivos as diversas paginas, sendo as com maior peso,
as mais importantes.

Para isso, é preciso armazenar a rede como um grafo orientado, onde os vértices sao as
diversas péginas e as arestas orientadas (setas) representam um link de uma pagina para
outra. Aqui apareceram alguns termos, possivelmente desconhecidos para vocés. Vai aqui
uma breve introducao ao que sao grafos:

Um grafo ¢ composto por um conjunto de n vértices e um conjunto de arestas, que
conectam vértices. Em um grafo orientado as arestas tém direcao, ou seja, distinguimos a
aresta (7, j) (conectando o vértice i ao j) da aresta (j,7) que tem a outra "mao de diregao”.
Veja que cada aresta pode ser descrita como um par ordenado de vértices. Esta estrutura



de vértices e arestas é extremamente 1til na modelagem de muitos problemas (por exemplo,
vértices podem ser cidades e arestas estradas, ou vértices lojas ou centros de distribuicao de
produtos e as arestas as conecgoes entre eles. A cada aresta ainda pode se atribuir um peso,
representando por exemplo distancias ou custos de transporte, etc). A descrigao de um grafo
orientado pode ser facilmente armazenada em uma matriz n x n. O elemento a, ; da matriz
serd nao nulo caso exista a coneccao do vértice ¢ ao vértice j e zero caso esta aresta nao
faca parte do grafo. O valor que armazenamos nesta posi¢ao da matriz pode ser um peso
atribuido a aresta correspondente. Em varia aplicagoes, conexoes de um vértice a ele mesmo
sao irrelevantes e podemos colocar a diagonal da matriz como nula.

Em um primeiro exemplo, consideramos uma rede de apenas 4 paginas (veja a figura 1).
A péagina 1 possui links para as paginas 2,3 e 4. A pagina 2 para 3 e 4, a pagina 3 para 1 e
a pagina 4 para 1 e 3.

Figure 1: Uma pequena rede de conexoes

A importancia da pégina i, onde i € {1,2,3,4} no exemplo anterior, serd representada
por um numero real positivo x;, o peso da pagina .

A questao a se pensar agora é, como atribuir os zs?

Existem alguns fatores a se levar em conta, mais precisamente:

1. o fato de uma pdagina ter muitos links apontando para ela a torna mais importante;

2. apesar do que foi dito acima, os links que apontam para uma certa pagina fixada P,
em geral tém importancias diferentes: um link vindo do Yahoo apontando diretamente
para P tem muito mais importancia que muitos links vindos de paginas de amigos de
P; em outras palavras, quando uma péagina que possui muitos links apontando para ela
aponta para P, isto deve pesar mais na importancia de P que links vindos de paginas
pouco apontadas;

3. por fim, um link vindo para P de uma pagina que aponta para muitas outras paginas
deve ter menor importancia que um link vindo de paginas que apontam para poucas;

A motivagao para os fatores acima vem do seguinte: uma pagina P serd importante,
se um usuario clicando aleatoriamente nos links das paginas que ele encontra, tiver alta
probabilidade de acessar P.



Vamos agora, através do exemplo 1, descrever como atribuir os pesos de acordo com os
fatores qualitativos acima descritos.

I = Ig/l +$4/2
xo =11/3
T3 = $1/3+l’2/2+1‘4/2
Ty = $1/3—|—£B2/2
Observe que definimos o peso de uma péagina como a soma dos pesos das paginas que

apontam para ela, divididos pelo nimero de links que saem de cada pagina. Obtemos um
sistema linear que, em forma matricial, é dado por:

) 0 0 1 1/2 1

| [13 0 0 o0 T )
zs || 1/3 172 0 1/2 || a5 |

24 1/3 1/2 0 0 24

ou seja transformamos o problema de ranqueamento da importancia das paginas na rede
num problema de encontrar uma solugao para (1).
A equag@o que queremos resolver tem a forma:

Mz = z, ou equivalentemente: (M —I)x =0 (2)

onde M é uma matrizn xn e x € R™.

E claro que tal problema s6 tem solucao nao trivial se M — I for uma matriz singular,
ou seja, se det(M — I) = 0.

Assim, no nosso exemplo, o sistema (1) terd solu¢ao se a matriz (chamada matriz de
ligagao)

0 0 1 1/2
L3 0 0 0
M=113 12 0 12
13 12 0 0

obedecer a condicao det(M — I) = 0.

Além disso, para que nao haja ambiguidade na atribuicao dos pesos relativos as diversas
paginas, o espago de solugoes do sistema homogéneo (M — I)z = 0 deve ter dimensao 1, ou
seja, o posto desta matriz deve ser n — 1.

Para a rede acima, observamos que o espaco de solugoes é unidimensional, dado pelos
multiplos de (12 4 9 6). Iremos normalizar a soluc¢ao de forma que a soma das suas entradas
seja 1. Isto serd sempre possivel, tomando um multiplo correto do vetor encontrado.

No exemplo, obtemos os pesos normalizados:

) 0.387
z | | 0129
zs || 0.290
4 0.194



Note que a pagina 3 apesar de muito apontada, nao é a mais importante. Isto porque
ela aponta somente para a 1, que ainda é apontada pela 4, o que a torna a mais vista por
um clicador de links aleatério.

Uma outra propriedade desejada é que os pesos sejam todos positivos. Veremos adiante
que a matriz de ligacao pode ser construida de maneira a garantir que isto ocorra.

2 Um pouco de teoria

Inicialmente vamos mostrar que o sistema (M — )z = 0, onde M é uma matriz de ligagao,
sempre possui solugao nao trivial, desde que a rede nao possua paginas que nao apontam para
lugar nenhum (essa hipétese simplificadora serd sempre usada), chamadas paginas mortas.
Uma tal pagina geraria uma coluna de zeros na matriz de ligacao e por diversas razoes, isto
nao ¢ interessante (procure explicar porque ...) .

Lema: Se M é uma matriz n X n, tal que a soma dos elementos de cada coluna ¢ igual a 1,
entao M — I é singular.

Demonstracao: Note que para a matriz transposta de M temos:

1 1
MEL s =]
1 1

Como consequéncia o vetor com todas componentes iguais a 1 é uma solu¢ao nao nula
de (M* — INx = 0 e portanto det(M" — I) = det(M — I)t = det(M — I) = 0.

Como ja dissemos, dois fatos importantes nessa analise sao os seguintes: o espacgo de
solugoes do sistema (M — )z = 0 deve ser unidimensional e deve ser possivel escolher uma
solugao positiva com a soma das suas componentes igual a 1. Por exemplo, se a rede nao for
conexa, como no exemplo 2, onde a pagina 1 aponta para a 2, a 2 aponta para 1, a 3 aponta
para a 4, a 4 aponta para 3 e a 5 aponta para 3 e 4. Neste caso o espaco de solugoes do
sistema (M — )z = 0 tem dimensao 2 (verifique!). Isto tem sentido prético, pois nao é tao
simples comparar as importancias de paginas em redes separadas.

Vamos agora enunciar um resultado que sera fundamental para que obtenhamos a dis-
tribuicao de pesos para as paginas conforme desejado. Este resultado é parte do Teorema
de Perron-Frobenius (veja por exemplo [2]).

Teorema Seja M uma matriz n X n com todos os elementos positivos (m;; > 0,Vi,j) e
tal que a soma dos elementos de cada coluna de M seja 1. Entdao (M — I) é singular, a
dimensao do espago de solugoes de (M — I)z = 0 é um e todas as componentes das solugdes
tém mesmo sinal, podendo portanto ser escolhidas estritamente positivas.

Demonstracao: Ji vimos que a matriz (M — I) tem determinante nulo. Vamos agora
mostrar que toda solugao x nao trivial de (M — I)z = 0 tem todas componentes de mesmo
sinal. Como Mz = x, temos que cada componente do vetor x é dada por:

n
i =) M,
7j=1
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Figure 2: Uma rede desconexa.

e portanto

n n
s = (D] magay)] <Y majlasl
=i =1

sendo que na ultima passagem usamos que m,; ; > 0 e vale a igualdade se e somente se todos
os x; que forem nao nulos tiverem mesmo sinal. Vamos supor que este nao seja o caso: Entao
temos:

n
|| <D magla)
i=1

Segue que
n n n
Z |ZEZ| < szi7j|$]‘|, mas
i=1 i=1j=1

n n n n n

n n
o> miglel =20 Tmiglagl =Y el Qo may) =D |l -

i=1j=1 j=11i=1 j=1 i=1 j=1
Na tltima passagem usamos o fato de que as colunas de M tém soma 1. Obtivemos entao
que

n n
ol < |yl
i=1 =1

o que é uma evidente contradi¢ao. Logo, necessariamente todas as componentes x; nao nulas
tém mesmo sinal. Agora, do fato de que

n
zi| =[O majay)|
j=1

a Unica possibilidade de termos uma componente nula é quando a solucao x é a solucao
trivial, e portanto as solugoes nao triviais possuem todas componentes de mesmo sinal.
Resta agora mostrar que o espaco de solugdes de (M —I)x = 0 tem dimensao 1. Suponha
que existam duas solugbes = e y linearmente independentes (e portanto nao nulas). Note
inicialmente que qualquer combinagao linear delas é também solugao. Caso a soma das



componentes de alguma delas fosse 0, teriamos uma solucao com componentes de nsinais
opostos, o que ja vimos que nao ocorre. Seja entao d = Y., x; # 0. Defina s = —# e
w = sr+y. Temos que a soma das componentes de w assim definido é igual a zero. Mas isto
sO pode ocorrer caso w seja a solugao trivial, contrariando o fato de x e y serem linearmente
independentes. Isto mostra que nao podemos ter duas solucoes L.I. e portanto que o espago
de solugoes de (M — I)x = 0 é unidimensional, concluindo a demonstracao do teorema.

Uma matriz de ligacao M, em geral, nao satisfaz as hipoteses do teorema acima, uma
vez que pode ter entradas nulas.
Iremos entao modificar ligeiramente a matriz M, redefinindo-a como

M= (1-a)M+ aS,,

onde S,, é a matriz n X n com todos elementos iguais a 1/n e a é positivo e menor que 1.

Esta é a estratégia usada pelo Google, que adota o = 0.15 e esse sera o valor sugerido para
uso nesta tarefa. Vocés podem naturalmente estudar os efeitos de modificar esse parametro.

Essa modificacao da matriz M torna todos seus elementos positivos, sem alterar a soma
dos elementos de cada coluna, que continua sendo 1 (independendo da escolha de 0 < av < 1).
Assim, esta matriz M modificada satisfaz as hipoteses do teorema.

Logo, dada uma rede sem paginas mortas, o processo de ranquear as paginas consiste em
obter a matriz M, modifica-la como descrito acima e achar x.

Para obter a solugao vocés devem implementar o algoritmo de escalonamento (eliminagao
Gaussiana). Nesta implementacao é importante notar que a Matriz M — [ é singular. Do
fato de que sabemos que as solugoes tém todas as entradas com mesmo sinal (e portanto
nao nulas), qualquer uma das varidveis pode ser tomada como a variavel dependente (vamos
escolher x,). Para o algoritmo ser mais robusto computacionalmente é conveniente adotar
uma estratégia de pivotamento. Isto significa que faremos trocas de linhas nao apenas quando
um elemento que ocuparia a posi¢cao de pivot é nulo, mas iremos trocar de modo a colocar
na posigao de pivot o elemento de maior modulo dentre os candidatos. O escalonamento de
A = M — I segue entao o seguinte algoritmo:

Para k de 1 an — 1 faca

Determine i, tal que |a;, x| = max;>y |a; k|
Se iy # k troque as linhas k e 7, da matriz A
Para i de k + 1 a n faca
o = ai,k/ak,k
para j de k a n faga
@i = Gij — Qg * A j
Fim do para

Fim do para

Fim do para



Ao final deste processo, a ultima linha da matriz deveria ser nula. Porém, devemos levar
em conta que estamos lidando com uma implementacao computacional, em que as operagoes
sofrem erros de arredondamento. Assim, em posicoes da matriz em que teoricamente de-
verfamos ter zeros, possivelmente teremos nimeros muito pequenos. Para todos os efeitos
eles devem ser considerados como nulos. Para a obtencao da solugao apds o escalonamento,
proceda da seguinte forma. Atribua valor arbitrario positivo a z,, (1 por exemplo) e a partir
disso calcule:

para k den —1 a 1 com passo —1 faca
T = (= XJpr1 UjTj)/ Ak k

Ao final, resta apenas fazer a normalizacao da solugdo para que as componentes tenhm
soma 1.

3 Algumas tarefas

Tarefa 1

Voceé deve escrever um programa computacional que gere o ranking de importancia das
péaginas de uma dada rede. Uma das possiveis entradas para uma rede seria a matriz represen-
tando o grafo da rede. Seu programa deve construir a matriz de ligagao M, representando
a rede e modifica-la como descrito para que satisfaca as propriedades necesséarias e entao
montar a matriz A = M — I. O célculo da solucao deve entao ser feito através do processo
de escalonamento. Como um primeiro teste calcule o ranking de importancia para a rede
mostrada na figura 3, com 8 péaginas:

el N 5

Figure 3: Tarefa 1

A saida do programa deve ser um ranking das paginas desta rede e a importancia de cada
uma (dada pelos pesos calculados).



Tarefa 2

Uma rede tem uma arquitetura do tipo Cacique-tribo se podemos dividir as paginas em
k grupos (ou tribos), onde o grupo i possuiu n; paginas. As paginas de um grupo apontam
para todas as outras paginas do mesmo grupo (e logo sdo apontadas por todas as paginas
da tribo) mas apenas uma delas, o cacique do grupo, aponta para péaginas fora deste grupo
ou é apontada por paginas de fora da tribo. Os caciques de cada um dos grupos apontam
também para todos os outros caciques.

Um exemplo de rede com esta arquitetura é dado na figura 4, onde temos 3 grupos com
2, 2 e 3 paginas respectivamente. As péaginas 1, 3, e 5 sao os caciques dos grupos.

Figure 4: Tarefa 2

Podemos ver que, numa rede com esta arquitetura, cada péagina do grupo ¢ que nao
¢é o cacique aponta para n; — 1 paginas, enquanto que o cacique do grupo ¢ aponta para
n; — 1 + k — 1 paginas. O total m de links (ou de entradas nao nulas da matriz de ligacao
M) é de

k k

m=> (n;—1°+> (n;—1+k—1),
i=1 i=1

onde a primeira somatéria descreve o total de paginas apontadas pelos indios, e a segunda
descreve o total apontado pelos caciques.

Nesta tarefa vocé deve calcular o ranking de importancia das paginas de uma rede com
20 grupos com esta arquitetura, onde o primeiro grupo tem 2 paginas (a pagina 1, cacique
do grupo, e a péagina 2, india), o segundo grupo tem 3 péginas (a pagina 3, cacique, e os
indios 4 e 5), o terceiro grupo tem 4 péginas e assim por diante, até o vigésimo grupo que
possui 21 paginas ( a pagina 210 é o cacique, e os indios sdo as paginas 211 a 230). O total
de péaginas nesta rede é n = 230.

Teste também o programa com 40 grupos construidos desta mesma forma.



4 Outro método para determinar o vetor x

Vamos descrever agora um outro algoritmo para o calculo de z, de natureza iterativa, gerando
uma sequéncia de vetores convergindo para a solucao do problema. O algoritmo e relatlva—
mente simples, a partir de um vetor inicial (%) (normalizado, por exemplo com x =1/n)
computa-se a sequéncia z**tY = Mz®) até se obter convergéncia, dentro de uma certa
tolerancia de erro. Antes, definimos a chamada norma 1 de um vetor v de R":

n
[v]|1 = Z |vg
i=1
e a partir de M com entradas positivas e soma das colunas igual a 1, a seguinte constante

C = Imax

1 —2 min my;| .
1<j<n

1<i<n

Note que 0 < c < 1,sen > 2.
Mostremos agora o seguinte resultado.

Teorema Seja M uma matriz n X n com todos os elementos positivos e tal que a soma
dos elementos de cada coluna de M seja 1. Defina o espago V' dos vetores v € R" tal the
? ,v; = 0. Entdo Mv € V para todo v € V' e além disso ||[Mv]||; < ¢||v|]1.

Demonstracao: Seja w = Mv. Entao

w; = Z m; jv; e portanto
j=1

n n

n n n
Zwi = szi,j% ZUJ me = Z
J=1 i=1 Jj=1

i=1 i=1 j=
ew € V. Agora temos que

n n

n
lwlly =3 sgn(wi)w; = Y sgn(ws) Y mijv;
i=1 i=1 j=1
onde sgn(w;) é o sinal de w;, ou seja, sgn(w;) =1 se w; > 0 e sgn(w;) = —1 se w; < 0. Note
que como w € V nem todas suas componentes tém mesmo sinal. Defina

n

= Z sgn(w;)m; ; .

Obtemos entao que

n n
lwll = sgn(ws) Y mijv; = Z% ZS!J” w; )i ;) Z/\ vj -
i=1 j=1 i=1
Como >7;";m;; = 1,0 <m;; <1 e os sinais de w; nao sao todos iguais, segue que

A <1 - 2{1112771” <1le c:jI:nl%?fnP\ﬂ <l.



Obtemos portanto que
n n n n
lwlle =D Aoy =13 Xul < D Illogl < el =clfollh
j=1 j=1 j=1 j=1

completando a demonstracao.

Estamos agora em condicao de mostrar que o processo iterativo para o calculo de z
converge. Consideremos z(©) qualquer vetor com componentes positivas e soma 1 (e portanto,
||| = 1). A solugdo de (M — I)x = 0 com soma de componentes igual a um é unica,
como ja vimos. Seja I esta solucao, a qual desejamos calcular.

Temos que 7 — 2 = v € V e que

MA2© = M*z —v) = M* s — M*v =% — M*v |

usando o fato de que Mz = Z. Do teorema anterior, temos que ||M*v||; < ¢*||v||; e como
¢ < 1 obtemos que lim_,oo M*v = 0. Segue portanto que

lim M*2© = 7 .
k—o0

Podemos ainda delimitar o erro em relacdo & solucdo a cada iteracdo, dado por e®) =
7 — 2™ da seguinte forma. Como

1™ V1 = |z =« < ellz = 2@y < e(llz = a1 + (]2 = 2®||,)

obtemos c

eV < T+ - o),

1—-c

Esta estimativa nos permite delimitar o erro em relagao a solugao exata a partir da norma
da diferenca entre duas iteradas consecutivas e do valor de c.

A principio pode parecer que calcular M*z(?) serd computacionalmente caro se n é grande,
mas veremos que este processo tem algumas vantagens.

Note que se y ¢ um vetor com todas entradas positivas e ||y||; = 1, entdo

z=My=(1—a)My+aS,y=(1—a)My+ as
onde M, é a matriz de ligacao original, antes de ser modificada e

1/n
1/n

1/n
Mais ainda, z tem todas as entradas positivas e ||z||; = 1. Assim, de fato o que é preciso

fazer repetidas vezes, é o produto de M, por um vetor e isto é simples, sendo computa-
cionalmente vidavel quando M, é uma matriz esparsa (com relativamente poucas entradas
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nao-nulas, o que é tipico para uma rede de paginas web). A maneira como isto deve ser feito
para economizar tempo e memoria é explicada a seguir.

Podemos armazenar matrizes esparsas guardando apenas as informacoes sobre os elemen-
tos nao nulos da matriz. Para tal podemos utilizar trés vetores, cujo tamanho é igual ao
numero de elementos nao nulos. Em um vetor V' armazenamos o valor dos elementos nao
nulos da matriz. Nos outros dois vetores, L e C' guardamos a informagao sobre a que linha e
coluna o respectivo elemento da matriz pertence. Exemplificamos aqui este armazenamento,
com a matriz de ligacao da rede da figura 1:

0 0 1 1/2
1/3 0 0 0
1/3 1/2 0 1/2
1/3 1/2 0 0

Os trés vetores correspondentes & matriz (que percorremos linha por linha) serao:
V=(1,1/2,1/3,1/3,1/2,1/2,1/3,1/2) ,

L=(1,1,2,3,3,3,4,4) e
C=(3,4,1,1,2,4,1,2) .

Veja que no exemplo cacique / tribo com 20 grupos como descrito anteriormente, o
nimero total de ligagoes (elementos nao nulos em M,) é igual a m = (W) + (210 +
190) = 3270 enquanto a dimensdo da matriz incluindo os zeros seria (230)% = 52900. Numa
rede de grandes dimensoes, economiza-se muita memoria. Nao apenas isso, mas o custo da
multiplicacao M,y também sera significativamente reduzido.

Para fazer o produto M,y, evitando as multiplicagoes por zero e armazenando o resultado
em um vetor z, executa-se:

paraide 1 an faca z(i) =0
para k de 1 a m faca

2(Ly) = 2(Ly) + Vi y(Cy)

Inicie as iteracdes a partir de #(®) = (1,1 .. 1) e pare o calculo quando ||e®™||; < 107.
n’'n n
Vocé deve comparar os resultados e tempo de execucao para as duas formas de resolver

o problema, com o método de escalonamento e o método iterativo.
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