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12 Questdo (5,0 pontos). Uma placa retangular homogénea, de lados a e b e massa m, gira com velocidade angular
w, (constante) em relagdo ao suporte ABOG, o qual, por sua vez, gira em torno do eixo vertical AZ com velocidade

S
angular w; (constante). Utilizando o sistema de eixos Gxyz solidario a placa e a respectiva base 1, J, k para descrever
as varidveis cinematicas, as propriedades inerciais de rotacao e os esforcos aplicados a placa, pede-se:

a. Determinar a matriz de inércia da placa referida ao pdlo G.
b. Determinar o vetor rotacdo absoluta da placa e o vetor acelerac¢do rotacional absoluta da placa.
c. Determinar a aceleragao do centro G da placa.
d. Desenhar o diagrama de corpo livre da placa indicando os esforgos estaticos e dinamicos.
e. Escrever a expressao do Teorema da Resultante.
f. Escrever a expressdao do Teorema do Momento da Quantidade de Movimento da placa, adotando G como pélo.
g. Determinar os esforgos aplicados pelo suporte a placa.
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RESOLUCAO

A matriz de inércia da placa, referida ao pdlo G e descrita no sistema de eixos Gxyz, é:

m(“2+”2) 0 0

12 12

_ b2
[]G] - 0 mE 0
2
0 0 m<
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O vetor rotagdo absoluta do disco é dado por:
—
5 = (,UlK + 0)2?
- 5o
Decompondo-se o versor K na base 1, ], k, tem-se:

@ = wy[singy + cosgoE] + Wyl = Wyl + wysing ] + wy cosp k

(1)

(% ponto)

(2)

(3)
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(% ponto)
O vetor aceleragdo rotacional absoluta da placa é dado por:
@ = a)ll_()/\ Wyl = a)ll_() f= 1w2] wlwz(cos Qj— sm<pk) (4)

(¥ ponto)
A aceleracdo do centro G da placa é dada por:
dg = do + (‘);)suporte A (G = 0) + Bsyporee AN [Bsuporee A (G — 0)] = WK A [w K ALT = —w?LT (5)

(¥ ponto)

Na figura abaixo apresenta-se o diagrama de corpo livre da placa. Utilizou-se vermelho para representar as forgas e
azul para representar os momentos.

(% ponto)
O Teorema da Resultante se expressa como
—mg(sin @] + cos ¢ I_é) + Ry I+ RyJ+ R,k = mdg; = —mw?L7 (6)
De modo que
R, = —mLw?
R, =mgsing
R, = mg cos ¢
(1 ponto)

O Teorema do Momento da Quantidade de Movimento, com relacdo ao pdlo G, se expressa como:

Mg = [J51&6 + @ A {[J6]@) (7)

Substituindo-se em (7) as expressoes (2), (3) e (5), tem-se:

. (a +b%) 0 0F) (@®+b?) 0 0 )]
Mg =, 0 b2 w1w2 cos ¢ w1sin ¢ /\% 0 p2 ol |wising (8)
0 —w,w,sing| |w;cosg 0 0 a2l lwicose

(1 ponto)
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Desenvolvendo-se a expressdo acima, chega-se a:
— m . . I
M, = E{(a2 — b?) wising cos 9 T+ 2b%w w, cos ¢ ] — 2a’w, w, sin @ k} (8)
ou seja,

—_m. 2 ARV
Mg, = E(a — b?) wisin @ cos

m
Mgy = gbzwlwz cos @
m .

Mg, = —— a’w,w, sin @

(¥ ponto)
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22 Questao (5,0 pontos). O bloco A de massa m se movimenta
sem atrito sobre o plano inclinado submetido a uma forga F(t),
conforme mostrado na figura. O disco de centro B, homogéneo de
massa m e raio R, esta submetido a um momento externo M(t) e
rola sem escorregar sobre o plano inclinado. O disco esta
interligado ao bloco por meio de uma mola de rigidez k e um
amortecedor viscoso linear de constante c. Utilizando x1 e x, como
coordenadas generalizadas e considerando a mola com
comprimento natural indeformado L, determine:

(a) A energia cinética T do sistema;

(b) A energia potencial V do sistema;

(c) A funcdo dissipativa Rayleighiana R;

(d) Asforcas generalizadas Q; e Qy;

(e) Asequacgbes de movimento para as coordenada generalizadas x; e x,, deduzindo-as utilizando a equacgdo de
Lagrange. Expresse-as também na forma matricial.

Resolucéo:

a) A energia cinética T do sistema. T =T, + T, onde o bloco A apenas translada e devido a condigdo de corpo

rigido do disco B, rolando sem escorregar: x, =R@ e sabendo que o0 momento de inércia é: Jg, :EmR2

obtém-se para T = % mV¢Z + m\7O JoA(G-0)]+ %{@}T [J]o{®}

1
TAzamxf;

1 ., 1 ) 1 ., 1 X2 3 .
TB:EmX22+EJB'292:EmX§+EJB'Z_R22; = TB:mezz; (1.0)

Tzlm(xf+§x§j
2 2

b) A energia potencial V do sistema, considerando a a¢do gravitacional e a mola com comprimento natural
indeformado L, na posicdo indicada:

V :Vpeso +Vmo|a;
Voo =M@ sena(x, +X,)
k
Vmola = E (X2 - X L)Z (015)

V =mg sena(x1+x2)+g(x2 —x, —L)°

(c) A funcdo dissipativa Rayleighiana R.

R:%()’(Z—Xl)z; (0,5)
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d) As forgas generalizadas Q1 e Q2 utilizando o principio dos trabalhos virtuais e lembrando que
X, =R = ox,=R-56 resultaem:

5W0rdinério =
SWe =F-6%=Q-6q, — Q=F; (1.0)

oW,

Generalizado

SW,, =M -56:%-5x2:Q2-5q2 - Q, :%;

e) A equacdo de Lagrange ¢ obtida de:

L=T-V = L:%m(xf +§>‘<§}—g(x2 —x, —L) —mgsena(x, +x,)

A equacdo de movimento é obtida pelas derivadas parciais e temporais da equacéo de Lagrange para as
coordenadas generalizadas gi. Tomando Q1 = X1:

i i _ﬂjL@:Qi para i=1,2
dt\ og, ) o9, oq,
d

oo 4
— =mx, —L>mx;
1

oL k

—=—mgsena+—2(X,—x,—L);

o0, g a > (X, =%, —L)

oR c

—=——2(X,—X,);

a2 (%, = %)

m¥, —c(%, —X,)—k(x, —x, —L)+mgsena =F; (1,0)

Para a coordenada g2 = x2:

oL 3 & 3

— =—mx, —% > —mX,;

oq, 2 2
i=—mgsenoz—52(x2—xl—L);
aq, 2

OR ¢

S 22(X, - %)
0, 5 2% —%)
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ng‘2 +C(X, — %) +k(x,—x,—L)+mgsena =M /R;
Finalmente expressando na forma matricial obtém-se:
m 0 X, c —-c|[x k  —=k|[{x F -mgsena —kL
ot ot = (1,0)
0 3m/2||X,] |-c c [|X]| |-k k |[[X (M/R)—mgsena +KkL

Observa-se o acoplamento entre os movimentos dos corpos, nos termos fora da diagonal principal da matriz de
rigidez [K].



