EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE 1 ORDEM

1. SOLUCAO GERAL E TEOREMA DE EXISTENCIA DE
UNICIDADE

A equacao diferencial ordinaria de 1% ordem, escrita na forma nor-
mal é:

(1) y = f(z,y).

Em certos casos, usando manipulagoes e integracoes podemos en-
contrar a familia de todas as solugoes de [I], usualmente denominada
solugao geral del].

Exemplo 1.1. Consideremos a equacdo y' = y. Temos entdo (
sey #£0), %zl@%ln\y\ =lehlyl=2+C & |yl =e- ¢,
sendo C' uma constante real Dai obtemos y = +e® -e* = Ke®, K
uma constante real nao nula. Agora, se K = 0, obtemos y = 0
que, como se pode verificar, também € solucao da equacao. Além
disso, essas sao as unicas solucoes do problema pois, se ¢ for
solug@o no intervalo I, entdo: (e ") = (—e ")+ (e "p) =0,
de onde decorre que (e ") = k no intervalo I e, portanto, ¢ =
ke®.

Assim, a solugao geral da equacdo € y(x) = Ke*, K constante
arbitraria.

Dados valores arbitrarios, xy e yy, podemos sempre encontrar
a constante K de tal forma que y(xg) = yo. De fato: y(xzg) =
e Ke =y K=y e y(x)=y e,
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A situacao descrita no (|1.3)) ilustra o que ocorre no caso geral,
a solucao geral inclui uma constante arbitraria, determinada pelas
condicoes iniciais. De fato, temos o seguinte resultado fundamental.

Teorema 1.2. Seja Q) C R?, aberto, f: Q2 — R uma funcao de
classe C' . Entao, para cada (zg,10) € Q, existe um intervalo
aberto I contendo xy e uma unica funcao diferencidvel d : I — R
com (x,®(x)) € Q, para cada x € I, que é solugao do problema
de valor inicial:

.CU()) = 1Yo
Faremos um esboco da prova mais adiante, depois de considerar
alguns casos em que uma solucao explicita pode ser encontrada. De
fato, as condicoes exigidas no enunciado podem ser um pouco re-
laxadas mas alguma regularidade ¢ necessaria, especialmente para a
parte de unicidade.

Exemplo 1.3. A funcdo y = %x‘l ¢ uma solucao da equacgao
y = xy/?, com condicdo inicial y(0) = 0. Por outro lado, a

fungdo y(x) = 0 também € solugdo com a mesma condi¢do ini-
cial. Observemos que a fungio f(x,y) = xy*/? ndo é derivdvel
em relacao a varidvel y na origem.

2. FUNCOES IMPLICITAS

Dada uma equagao (algébrica), do tipo F(z,y) = 0, podemos, as
vezes "resolver para uma das variaveis” como funcao da outra.
Exemplo 2.1. Dada a funcao; F(x,y) = ya? + 2zy — 2, temos
Fla,y) =0 y=yx)= 35 (our=—-yE£\y’+2y)

Embora seja dificil encontrar uma solugao explicita, na maioria dos
casos, o Teorema das Funcoes Implicitas garante que esta solucao
sempre existe, observadas certas condicoes.
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Teorema 2.2. Seja f : U — R uma funcdo de classe C*,
definida num aberto U C R?, e (zg,y0) € U tal que f(x, o) = c,

g—g(xo,yo) =# 0. Entao existe um intervalo I contendo xy e uma

funcao g - I — J, de classe C'. tal que, para todo x € I,
flz,y) = c se e somente se y = g(x). E, para todo x € I,
0

af
temos g'(x) = (. g())
Y

3. EQUACOES EXATAS

Definigao 3.1. A equacdo diferencial P(x,y) + Q(x,y)y = 0
¢ dita exata em 2 C R? se existe uma funcao ® : Q — R tal
que g—@ P e a—q) = @, ou seja, VO = (P,Q). A fungao ® ¢
entao denOmznada uma zntegml Primera para a equacao, ou um
potencial para o campo Pi+ Qj.

E conveniente usar a notacao de Leibniz: P(z, ) + Q(x, y)g—z =0
e frequentemente escreveremos a equagao na “forma diferencial” :

(3) P(z,y)dz+ Qz,y)dy =0,
P e () definidas em um subconjunto 2 C R?, aberto.
Exemplo 3.2. 4xy + 2:1:2% =0, ®(x,y)=22%.

Suponhamos que ® é uma integral primeira de classe C! da equacao
P(z,y) + Q(z, y)g—g = (0 em € e seja y(z) dada implicitamente pela
equacéo $(x,y) = c. Entao temos,

0= f(®(ry(@) = Flz,y@) + 57, y(x) = Play(e)) +

Q(az,y( N x.y(z ))dz(:c y(x)). Portanto y(z) é solu¢ao da equagao
no intervalo onde estiver definida.

Reciprocamente, se y : I — R for solucao, segue das igualdades
que ®(x,y(x)) = c. Ou seja, as solugdes da equacao sao dadas
implicitamente pelas curvas de nivel de .
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Observemos também que poderiamos, igualmente, resolver a equacao
para x, como fun¢ao de y, obtendo uma solugao da equacao: P(x, y)j—?—

Q(x,y) = 0. Esta simetria entre as variaveis é uma das razoes pelas
quais € preferivel usar a forma diferencial , no estudo de equacoes
exatas.

; 5 2dy _
Exemplo 3.3. Consideremos novamente a equagao 4xy+2x°52 =

0 Como ®(x,y) = 2x%y. é uma integral primeira, as solugoes sao
dadas implicitamente, pelas curvas 2x*y = c. Resolvendo para
y, obtemos as solugoes explicitas y = 5. Notemos que, nesta

forma, as solucoes nao estao definidas para x = 0. Resolvendo

[c/2 . . :
para T, obtemos x = % % que, agora, nao estao definidas para

y = 0.
Duas questoes importantes sao:

e Como saber se a equacao é exata?
e Sabendo que ¢é exata, como encontrar o potencial?

Para a primeira, temos o seguinte critério:

Proposicao 3.4. Suponhamos que a equacao seja exata e P
e Q) sdo de classe C'. Entio %&£ = g—?.

dy
Prova. Nesse caso, o potencial ® é de classe C? e segue do
OP __ 9% _ 9% _ 0Q O]

teorema de Schwartz que 9 = Dyor = 905 — O

Quanto a segunda questao, devemos resolver o sistema:

oD

92 _ p
0 5y

dy

Vamos ilustrar o procedimento em um exemplo

Exemplo 3.5. Encontrar a solucao geral da equacao: ydx +
(z + 5) dy =0
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3.1. Equacoes de variaveis separaveis. Um caso particular es-
pecialmente simples é o de equacoes com varidveis separadas:

(5) P(z)dz+Qy)dy =0,
P ¢ @ definidas em intervalos abertos. Neste caso, ®(z,y) = [ P(x)dz+
[ Q(y) dy é uma integral primeira e as solugoes sao dadas implicita-
mente por: [ P(z)daz+ [ Qy)dy=C «+ [ Px)dz=— [ Q(y)dy+
C.

Ou seja, escrevendo a equagao na forma P(z)dxr = —Q(y)dy,
basta integrar os dois lados da equacao em relacao as variaveis x e
Yy, respectivamente.

Exemplo 3.6. Encontrar a solucao geral da equacao: In x cosyd x+
xtg ysecydy =0
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