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Série de Exercícios 7 

1. Em aula passada definimos a convolução de duas funções e mostramos 

 que sua transformada de Fourier é proporcional ao produto das transformadas 

 das duas funções. 

ℱ [∫ 𝐺(𝑡 − 𝑡′)𝐻(𝑡′)𝑑𝑡′
∞

−∞

] = √2𝜋𝑔(𝜔)ℎ(𝜔); 

𝑔(𝜔) =
1

√2𝜋
∫ 𝐺(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡; ℎ(𝜔) =

1

√2𝜋
∫ 𝐻(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 

∞

−∞

∞

−∞

 

Considere agora a transformada de Fourier do produto de duas funções temporais 

ℱ[𝐺(𝑡)𝐻(𝑡)] =
1

√2𝜋
∫ 𝐺(𝑡)𝐻(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡 

Substitua as expressões para as transformadas inversas, por exemplo, 𝐺(𝑡) =
1

√2𝜋
∫ 𝑔(𝜔′)𝑒−𝑖𝜔′𝑡𝑑𝜔′

∞

−∞
, faça primeiro a integral no tempo, e mostre que 

ℱ[𝐺(𝑡)𝐻(𝑡)] =
1

√2𝜋
∫ ℎ(𝜔′)𝑔(𝜔 − 𝜔′)𝑑𝜔′

∞

−∞

 

_______________________________________________________________________ 

2. A partir das expressões gerais para os campos elétrico e magnético derivadas dos 

potenciais de Liénard-Wiechert, calcule os campos para uma carga em movimento 

uniforme (exemplo6.3 do Bo Thidé). Compare esse método com o utilizado no problema 

3 da Segunda Série de exercícios para derivar o mesmo resultado. 

_______________________________________________________________________ 

3. Utilizando as expressões obtidas em aula para (𝛻𝑠)𝑡′   e  (𝜕𝑠 𝜕𝑡′⁄ )𝑟, faça 

detalhadamente todos os cálculo para obter as expressões para o campo elétrico e 

campo magnético, a partir dos potenciais de Liénard-Wiechert. 

�⃗⃗�(𝑟, 𝑡) =
𝑞

4𝜋𝜖0
[

1

𝑠3
(�⃗⃗� − 𝑅𝛽)(1 − 𝛽2)]

𝑟𝑒𝑡
+

𝑞

4𝜋𝜖0𝑐2
[

1

𝑠3
�⃗⃗� × [(�⃗⃗� − 𝑅𝛽) × �̇⃗�𝑞]]

𝑟𝑒𝑡

 

e 

�⃗⃗�(𝑟, 𝑡) =
1

𝑐
[
�⃗⃗�

𝑅
]

𝑟𝑒𝑡

× �⃗⃗�(𝑟, 𝑡) 

_______________________________________________________________________ 

4 Utilizando o formalismo apresentado na derivação dos campos produzidos por 

cargas em movimento, mostre que 

{�⃗⃗� × [(�⃗⃗� − 𝑅𝛽) × �̇⃗�𝑞]}
𝑟𝑒𝑡

2
= [−(�̇⃗�𝑞 ∙ �⃗⃗�)

2
𝑅2(1 − 𝛽2) + �̇⃗�𝑞

2𝑅4 (1 −
�⃗⃗� ∙ 𝛽

𝑅
)

2

]

𝑟𝑒𝑡
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5. Obtenha a expressão total radiada por uma carga acelerada. Para isso, faça a 

integral considerando o ângulo sólido referenciado à velocidade da carga. Portanto, o 

ângulo 𝜃 fica o ângulo polar. O eixo 𝑧 pode ser considerado como o eixo de referência 

para medir o ângulo azimutal. Portanto, o ângulo sólido fica 𝑑𝛺 = 𝑑𝛼 sin 𝜃 𝑑𝜃. O ângulo 

𝜑 pode ser referenciado aos outros dois ângulos, isto é, cos 𝜑 = cos 𝜃 sin 𝛼⁄ . Assim, o 

integrando será 

(1 − 𝛽 sin 𝛼 cos 𝜑)2 − (1 − 𝛽2)(sin 𝛼 sin 𝜑)2

(1 − 𝛽 sin 𝛼 cos 𝜑)5
𝑑𝛺

=
(1 − 𝛽 cos 𝜃)2 − (1 − 𝛽2)[(sin 𝛼)2 − (cos 𝜃)2]

(1 − 𝛽 cos 𝜃)5
sin 𝜃 𝑑𝛼𝑑𝜃 

Mostre que a potência total radiada é  

𝑃 =
𝑑𝑈

𝑑𝑡′
=

𝑞2

6𝜋𝜖0𝑐3
[

�̇�𝑞
2

(1 − 𝛽2)2
]

𝑟𝑒𝑡

=
2

3
(

𝜔0
2𝑟0

𝑐
) 𝛽2𝛾4;   𝑟0

2 =
𝑞2

4𝜋𝜖0𝑚𝑒𝑐2
, 

onde 𝑟0 é o “raio clássico” do elétron. 

_______________________________________________________________________ 

6. Faça o cálculo detalhado para obter a expressão do campo elétrico de radiação 

produzido por um dipolo elétrico (Jackson; eq. 9.18): 

�⃗⃗�(𝑟, 𝑡) =
1

4𝜋𝜖0
𝑘2(�̂� × �⃗�) × �̂�

𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟)

𝑟
. 

_______________________________________________________________________ 

7, Fazendo o cálculo direto, e não analogias como sugere o Jackson, obtenha as 

expressões para os campos de radiação produzido por um dipolo magnético. 

�⃗⃗�(𝑟, 𝑡) = −
𝑍0

4𝜋
𝑘2

𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟)

𝑟
(�̂� × �⃗⃗⃗�);  �⃗⃗�(𝑟, 𝑡) =

𝜇0

4𝜋
𝑘2

𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟)

𝑟
(�̂� × �⃗⃗⃗�) × �̂� 

(No cálculo, lembre-se que �⃗⃗⃗� é um vetor constante) 

_____________________________________________________________________ 

8. Problema 9.6, capítulo 9, do livro do Jackson. 

_______________________________________________________________________ 

9. Problemas do capítulo 5 do livro do Frenkel: 5, 8, 10 e 11 

_______________________________________________________________________ 

10. Problema do capítulo 8 do livro do Frenkel: 8 

_______________________________________________________________________ 

11. Espalhamento Thomson não-relativístico 



3 
 

Quando uma onda plana incide sobre um elétron, este oscila no campo da onda, 

formando um dipolo oscilante, e, portanto, radia outra onda electromagnética. Este 

processo é denominado Espalhamento Thomson. 

a) Considere uma onda plana propagando-se na direção 𝑧, com o campo elétrico 

�⃗⃗�0𝑒𝑖(𝑘𝑧−𝜔𝑡) no plano (𝑥, 𝑦), formando um ângulo 𝜑 com o eixo 𝑥, conforme mostra a 

figura. O ângulo 𝜃 fornece a direção da onda espalhada com 

relação ao campo incidente. Mostre que, para elétrons não-

relativísticos, a densidade de carga correspondente é dada 

por 

𝜌(𝑟, 𝑡) = 𝑒𝛿 (𝑟 +
𝑒

𝑚𝜔2
�⃗⃗�0 cos 𝜔𝑡) 

b) Mostre que o vetor de Poynting da radiação emitida é dado por 

〈𝑆〉 = 𝑍0

𝑐2𝑘4

32𝜋2𝑟2

𝑒4

𝑚2𝜔4
𝐸0

2(sin 𝜃)2�̂� 

c) Considere a radiação emitida no plano (𝑥, 𝑧).  Mostre que cos 𝜃 = cos 𝜑 sin 𝜉 e, 

usando este resultado, calcule a média do vetor de Poynting com relação ao ângulo de 

polarização, obtendo 

〈𝑆〉̅̅ ̅̅ =
1

2𝜋
∫ 〈𝑆〉

2𝜋

0

𝑑𝜑 = 𝑍0

𝑐2𝑘4

32𝜋2𝑟2
𝑝2 (1 −

1

2
(sin 𝜉)2) �̂�𝑧 

onde 𝑝 é o momento de dipolo correspondente ao elétron oscilante. 

d) A seção diferencial para espalhamento Thomson é definida como 

𝑑𝜎

𝑑Ω
=

1

〈𝑆0〉̅̅ ̅̅ ̅

𝑑𝑃

𝑑Ω
 

onde 〈𝑆0〉 é o vetor de Poynting médio correspondente à onda incidente. Mostre que 

𝑑𝜎

𝑑Ω
= (

𝑒2

4𝜋𝜖0𝑚𝑐2
)

2

(1 −
1

2
(sin 𝜉)2) ;  𝜎 =

8𝜋

3
(

𝑒2

4𝜋𝜖0𝑚𝑐2
)

2

 

 

 

 

 


