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1. (1,5) Considere as transformagoes (rotacoes e reflexdes) que deixam um triangulo equildtero

invariante, conforme mostrado na figura abaixo.
(a) Mostre que tais transformagdes formam um grupo e determine sua estrutura (tabela
de multiplicagdo ou isomorfismo a um grupo conhecido).

(b) Calcule as matrizes de uma representacao de dimensao 3 deste grupo baseada nas

transformacoes do triangulo.
(c) Calcule os caracters dos elementos deste grupo nesta representagao.

(d) Tal representacao é irredutivel?
1 3 2

2 3 1 2 3 1
1 3 2

3 2 2 1 1 3

2. (1,5) Considere o seguinte conjunto de vetores em um espago Euclideano de dimensao
4, dados por (12 vetores)
+ (€, — €;) parai # j ; €€ =0i;; 1,j=1,2,3,4

Verifique se este conjunto de vetores constitui um sistema de raizes de uma algebra de
Lie. Justifique sua resposta. No caso afirmativo, determine o conjunto de raizes simples

e construa a matriz de Cartan e o diagrama de Dynkin.

Note que: (€; — &) - Xt € =0



3. (1,5) Considere a representacao irredutivel de SO(5) cujo peso maximo é 2\, (veja

diagrama abaixo).

(a) Calcule a dimensao desta representacao.
(b) Calcule os pesos desta representagao.
) Calcule as multiplicidades destes pesos.
)

(c

(d) Decomponha esta representacao em representagoes irredutiveis da subalgebra SU(2)

associada a raiz o, gerada por H,, = 2022;1{, E, eE_,,.
1

2)\1 = Q9 + 20&1

(a) Construa a matriz de Cartan associada a este diagrama (note a numeracao dos

vértices do diagrama).
(b) Construa todas as raizes da dlgebra de Lie associada.

(c¢) Qual o rank e dimensao desta élgebra?



5. (1,5) Calcule o carédter do elemento g = exp (i (61 Ha, + 02 H,,)) do grupo SO(5), na
representagao de dimensao 4, cujo peso maximo é \; (veja figura abaixo), e onde H,, =

2”;2'H , a = 1,2, sdo os geradores da subdlgebra de Cartan na base de Chevalley. Os

cardters sdo reais ou complexos? (Dica: voce pode usar a férmula de Weyl ou entao

calcular diretamente a partir da definigao de carater)

I
o, 2

oy

A-200, A-—o-a,

6. (1,5) Considere a algebra de Lie com uma base R, P, e P, satisfazendo as relagoes de

comutacao
R, Pl =Py ; R, ] =—P; [P, ] =0

a) Encontre uma subdlgebra de Cartan para esta dlgebra de Lie.

b) Construa as matrizes da representagao adjunta desta algebra.

(
(

(
(d

(e) Ela possui subélgebra invariante? Se sim, mostre os geradores dela, e diga se é

)
)
c¢) Calcule a forma de Killing desta édlgebra.
) Pelo critério de Cartan esta algebra é semisimples?
)

abeliana ou nao.



7. (1,5) Considere um sistema fisico que tem o grupo SU(3) como grupo de simetria e onde

a energia é dada pelo operador quadratico de Casimir do grupo SU(3), i.e. H = C’Q(D).

Com isso queremos dizer que existem transformagoes atuando nos estados do sistema que

formam uma representacao D do grupo SU(3), neste espaco de estados. Obviamente,

estados conectados por transformagcoes de SU(3) tém a mesma energia, i.e.

1) = D(g) o) — H)=FE |[¢n) e H |vo) = E |vo)

pois [H, D(g)] = 0, com g € SU(3). A representagao D, formada pelos estados do

sistema, quebra em representagoes irredutiveis de SU(3).

(a)

8%

Os estados de energias mais baixas constituem as representacgoes, singleto, tripleto,
anti-tripleto e adjunta de SU(3), cujos pesos maximos sao respectivamente A = 0,
A=A, A= X e =a3 = a + ay Calcule as energias H destes estados, e a

degenerescéncia destas energias.

Suponha que um campo externo é aplicado ao sistema, quebrando a simetria SU(3),

e levando a uma energia da forma
H =H+eD(-H)

onde § = % Yas0® = A1 + Ay = ag, e onde € é um parametro muito pequeno.
Calcule a energia ‘H' dos estados que pertencem as representacoes singleto, tripleto
e anti-tripleto. (Estamos assumindo que os estados em ordem ¢ de perturbagao sao

os mesmos do sistema nao perturbado)
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