Transformada Discreta
de Fourier



Funcoes amostradas

Seja f(t)em —co <t < o0
e seja {f(k’At)} , k=0,£1,£2,4£3,---

o conjunto dos valores de f(t) nos pontos ¢t = kAt

At e o intervalo de amostragem
{f(kAt)} é o conjunto de amostras de f(¢)
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Operador de
amostragem

Seja s(t) o operador de amostragem

s(t) = f At - 5(t — kAt)

k=—o0

s(t) € um trem de impulsos com amplitude (area) At
e espagadas de At
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Funcao amostrada

Seja f(¢) a fungao f(t) amostrada
f(t) = f(t) - s(t)

— f(1)- f AtS(t — kAt)

k=—0o0




Transformada de Fourier
da funcao amostrada

~

F(w) = F(f(t




Transformada de Fourier
da funcao amostrada
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Transformada Discreta de Fourier



Transformada de Fourier
da funcao amostrada

Relembrando: f(t) * g(t) <= V2rF(w) - G(w)

Semelhantemente: V27 f(t) - g(t) <= F(w) * G(w) Verifique!

F(t) - gt) = %%F(w) « G(w)

Assim...



Transformada de Fourier
da funcao amostrada

Desenvolvendo s(t) em série de Fourier
(s(t) é funcao perioddica de periodo At)

Operador Amostragem Série de Fourier
<2 Bl 27T
s(t) = ) At-S(t—kAL) = Y ettty = =

C = — s(t)ekwot gt
At /At/Z

s(t) = Atd(t) neste itervalo

- — At (t)e M 0tdt = 1 E
Xt

—At)2



Transformada de Fourier
da funcao amostrada
+00 0
Assim...  s(t) = Z cre' ot = Z e! ot

k:—oo k=—o0

Calculando a transformada de Fourier de s(t)
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F(etkwot) = v/27r8(w — kwp)




Transformada de Fourier

da funcao amostrada
= Jff V218 (w — kwo)
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Transformada de Fourier
da funcao amostrada




Transformada de Fourier
da funcao amostrada

O espectro de f(t) é igual ao espectro da funcio original
f(t) somado com “copias” deslocadas de wy = 27/ At



Transformada de Fourier
da funcao amostrada

Considere que f(t) seja uma fungao de espectro limitado
em

F(w)=0paraw > Qe w < —f

e 0 —woy —)

0 O w

At é escolhido tal que wg > 22 assim nao ha

2T
At

Wo —



Teorema da amostragem
de Nyquist-Shannon

Seja f(t) uma fungao de
espectro limitado com
limite espectral ) e seja
O conjunto de amostras
de f(t) em intervalos At
com /At > Q,entao

Harry Nyquist ~
(1889-1976) Claude Elwood Shannon F(w) — F(”LU) para

1916-2001
( ) 1 /AL < w < /At

onde
> . - At <X |
F (w)z—l27 / f(t)e " dt F(w):—% Y f(kAt)e kAL

k=—o0



Teorema da amostragem

de Nyquist-Shannon

F(w) : 5
N .
— ()
F(w) (W/At>ﬂ:) A :
N AL A
Fw) —(n/At<Q) 1



Erro de amostragem

Sejam duas fung¢oes periodicas
f(t) = coswit
g(t) = coswst

Considere-se as amostras dessas funcoes com
intervalo de amostragem At

fr = cos(w1kAt)

w1 # W
gr = cos(wakAt) L 7 w2

Wo — w1 = Aw

Wwo = Aw + wyq



Erro de amostragem

gr = cos(wokAt) = cos [(w1 + Aw)kAt]
= cos w1 kAt + AwkAt]

Se AtAw = multiplo de 27
gk = cos (w1 kAt + AwkAt| = cos|wikAt] = f

Portanto, as fungoes f e g sao indistinguiveis em
termos de suas amostras. R
w1 e w2 sao aliases uma da outra..”



Relagao entre frequencia
e frequencia angular

w da transformada de Fourier € a frequencia angular

Se t é tempo

Se t € espaco

L frequéncia .1
Vv = — (Trequencia ciclos
f T 1 v (HZ> <unid. de Compr.>
w = 2TV
\ W = 2—7T (frequenCIa W (rad./s) (ndimero de onda)

T angular)

(rad./m)



Erro de amostragem
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Frequencia de Nyquist

Podemos definir a frequencia de Nyquist vx de um sinal
discreto como sendo a maior frequencia que pode ser
corretamente representada no sinal quando o periodo de
amostragem é At,

vy = 1/2At wy = m/At



Aliasing e espectro

Quaisquer w; e w2 dentro da janela de Nyquist nunca sao
aliases. Isto significa que a transformada de Fourier
discreta identifica todas as componentes espectrais

dentro da janela de Nyquist.

w
1 Wo

F(w) (m/At < Q) l l

/ \A/XX\A/\_,

—wy  WN=7 /At
D (Frequéncia angular de Nyquist)
Janela de Nyquist




Aliasing e espectro

Por outro lado, para todo w» fora da janela de Nyquist
existe um alias dentro da janela

F(w)

w1

(7 /At < Q) . l iﬂz

—wy  wn= /At

N——
Janela de Nyquist

(Frequéncia angular de Nyquist)



Aliasing e espectro




Aplicacao da Transformada de
Fourier a dados experimentais

A transformada de Fourier discreta de f(1), f(t), &

N(w) _ At _I_f f e—zkat
vam =
onde fr = f(EA?), —wy < w < WN

Considerando que dados experimentais sao sempre
discretos, os mesmos podem ser interpretados como
amostras de um processo continuo subjacente.
Porem, os dados, alem de serem discretos sao finitos em
quantidade.



Aplicacao da Transformada de
Fourier a dados experimentais

O procedimento empregado consiste em definir todas as
amostras fora da janela de dados como sendo nulas.

0 se —oo< k< -1
fr =< fr (dados) se 0<EkE<N -1
0 se N <k<o
Entao, pode-se aplicar a transformada de Fourier discreta

como

(Transformada de Fourier Discreta)

N—1
n At —twkAt
F(w) = fre ou
(w) 777/;:0:

(DFT: Discrete Fourier Transform)




Aplicacao da Transformada de
Fourier a dados experimentais
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Aplicacao da Transformada de
Fourier a dados experimentais

Apesar de fr ser discreta em ¢, a sua transformada de
Fourier e continua dentro da janela de Nyquist.
Assim ha infinitos valores de F(w) entre —wy < w < wn,

Para conhecer a DFT seria preciso calcular r'(«w) para todo
w dentro da janela de Nyquist.

No entanto, pode-se mostrar que e possivel obter toda a
informacgao sobre F'(w) com base em um conjunto discreto
e finito de w.

—WN | WN



Transformada de Fourier
Discreta

UJ e —rwk At
mz i

Escrevendo-se a DFT em termos da variavel » = ¢="w~?

~

At
k

Assim a DFT € um polinomio de grau N — 1 em =z.
- At

\/%[fo—Ffﬂ—l-fQZ + - fN—lZN_l]



Propriedade dos polinomios

Teorema fundamental da algebra

Todo polinomio de grau n € equivalente ao conjunto de
valores que o mesmo assume sobre n +1 pontos de seu
dominio:

P(x)=ag+a1x+ -+ apz”

Com P(zg), P(x1),---, P(zn)ha n incognitas (os
coeficientes a) e n equagoes (os P(x)) e, portanto, &
possivel resolver o sistema, ou seja, conhecer o
polinomio.



Definicao dos pontos

cm w
A maneira mais conveniente de definir os
pontos Wo, W1, -, Wp—1 € na forma de uma
distribuicao equi-espagada em w.
_ AT, Ay — AT
wi = kAw Aw = — w A7
— 27T
— 1k Atw . , .
F(w, e J _ _ ;20
y /_Qﬂsz w; = jJAW ]nAt
At L .
FQZ—kae_Z%n’kj 7=0,1,2 ,n—1



DFT direta e inversa

Transformada direta

27Tkj
e
] \/%ka

Transformada inversa




Complexidade
computacional da DFT

Tanto para a DFT direta e inversa, para n valores, temos n
produtos e n somas para cada valor
(n2 multiplicagoes e n? somas).

n—1
F; = At Z fke_i%rkj
k=0

Na pratica, quem domina sao as operagoes de
multiplicacao, entao a complexidade da DFT & O(n2).



Transformada Rapida de
Fourier (FFT)

E um algoritmo para o calculo otimizado da DFT,
. . _'2_71' .
explorando simetrias no termo complexo e “ ="

Se n € um numero composto (ou seja, nao primo) n = MxL,
entao e possivel calcular a DFT dos n dados como M DFT’s

de L dados.
Exemplo:
n = 1000 = 40 x 25
DFT (normal) (1000)? = 10° operacoes

FFT 40 x (25)° = 25000 operagoes



Base da FFT

A eficiencia do algoritmo FFT depende do numero de
fatores de n.
A eficiencia maxima e obtida quando n € uma potéencia de 2

n = 2°

Nesse caso o nimero de operagoes é nlogyn

Quando n nao € potencia de 2, aumenta-se com zeros ate
atingir uma potencia de 2.



O efeito de acrescentar
Zeros aos dados

—1kw 27T
F; = At ];) fre thwat (dados) Aw = —
n'—1
Fj=At Y fre kit (dados + zeros)
k=0
2T

n—1 n—1
k=0 k=n

‘\<\\ n' At
, 0
Aw' < Aw
Assim, incluir zeros faz com que o espagamento na

janela de Nyquist seja menor.



Aplicacao de operadores

Alem da aplicagao para a visualizagao de espectros, outro
aspecto importante e a aplicagao de diversos operadores
no dominio da frequencia

f(t) - F(w)

Aplicacao do operador H (w)




