LABORATORIO DE MATEMATICA - MAT1511 - LICENCIATURA - 2007
TG6 - O NUMERO ¢. A FUNGAO EXPONENCIAL

Como a funcdo In ¢ bijetora, dado o nimero real 1, existe um tnico z real, z > 0,
tal que Ina = 1. Esse niimero é, por definigao, o niimero e. Isto &,

e ¢ o niimero tal que Ine = 1, ou seja é o niimero tal que drea(Hp) =1

T -
Uma conseqiiéncia imediata da defini¢io é que e > 1. (Justifique)

Por outro lado, jé calculamos, aproximadamente, o niimero In 3, somando areas de
reténgulos inscritos em H; (T'G3) e vimos que In3 > 1 e portanto e< 3.

Exercicio 1: Mostre que drea(H?) < 1 e conclua que e > 2.

Para obter o valor exato do niimero e, vamos usar a propriedade que o jesuita belga,
Gregory de St. Vincent, observou em 1647, no livro “Opus geometrium quadratural

circuli et sectionum coni”, a respeito das areas sob o gréfico da hipérbole y = —, = > 0.
z

Propriedade: Se escolhermos um nimero natural n e marcarmos nos eixos das abcissas

' 1 1\?2 i
os pontos 1, 1+;, (1 + ;) . (1 + H) y ... pontos de uma PG de 1° térmo igual a
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S HINA . (ver
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e razdo igual a 1 + - teremos que as dreas das regides H7*, Hg?, ..

figura) sdo iguais.
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No nosso contexto, como ji temos definida a fungio In ¢ jé conhecemos algumas
de suas propriedades, podemos fdcilmente verificar a afirmagiao de Saint-Vincent:

1
drea(HY') = In ( 1+ E)

2

drea( HY') + drea( HZ?) = In ( 1+ }-) =21In (1 + %) = 2érea(H}'), logo,
n

drea(HY') = drea(H2?)

: g 1)

drea (H7') + rea(HZ?) + drea(H%) = In (1 + —) =3In ( 1+ l) = 3area(H}')
n n

e como drea( Hy') = drea(H32) temos drea(Hi') = drea(HJ?) = drea(H)

........................

........................................................................

Sucessivamente, 4rea(H7') = drea(H2?) = ... = drea(Hg* )

Naturalmente néo foi essa a demonstragao de Saint—Vincent, que nao dispunha dos
conceitos e propriedade que utilizamos.

Lembre-se que nosso objetivo é avaliar o nimero e. Tomemos n € IN e conside-
. I 1\? 1)?
remos os numeros a9 = l,a7 = 1+ — a3 = (1+—) ,a3 = (1+—) yorey By =
= . n ‘ n n
(1 + —) , representados no eixo z, nas figuras a seguir.
n ‘
Sejam 74, ...,7y € Ry, ..., R, retdngulos conforme as figuras abaixo.
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Entdo, cada retangulo r;, para i = 1,2, ...,n, tem
base: a; — a;_

altura: —
a »

1
e, portanto, sua érea é: (complete nos pontilhados)

¢ 1 ai—
area(r;) = [ai—ai—1]— = e 1

(L, ai

e cada retangulo R;, parai=1,2,...,n, tem

base: ............. i A men e 605 BAEHaa « FSTRI5 400 's Sha s 5 pn o = = = apeim) ke ¢ Ceeees
altura: .................... P 55 o Ty e R R S
e, portanto, sua area é:

area(Ry) = cccovvininniinrerenenrenanesnsenns
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Chamando de A a érea da regiao H{" temos:
area (r1) + &rea (rp) + ... + drea(r,) < A < drea(R;) + drea(Rz) + ... + 4rea(R,)
isto é,

n o, .
e <A< = (justifique)

ou seja,

n
n+1
Fazendo n — oo temos A — 1, isto é,

<A<l

n — oo = drea( H{") — 1.

Como érea (Hf) = 1, podemos concluir que

n— 00 = a, — e,

isto é, numa notagao mais precisa,

1\"
e = lim (1+—)
n—oo n

Exercicio 2: Complete a tabela abaixo, com o uso de uma calculadora, para encontrar
valores aproximados de e.

n 2 4 5 8 16 32 64 100 128

(1+3)

O ntimero e é chamado base da fungéo In e a fungao In é chamada fungao logaritmica
de base e (In também é chamado de logaritmo natural ou logaritmo neperiano, em

homenagem a Napier).
Uma vez que a fungdo In ¢ inversivel, podemos considerar sua inversa In~' que
denominamos funcdo exponencial e utilizamos para ela anotagao In~!(z) = expz = €.

Exercicio 3: Determine o Dom(exp) e a Im(exp).

Exercicio 4: a) A partir do grafico de In esboce o gréfico de exp.

h) Calcule:

exp 1= ...

In(expz) = ..., para z € ...
oxp(lnz) = ..., para z € ...

A funcio exp é crescente?
¢) Verifique que:

oxp(a + b) = exp(a) - exp(b)
exp(e — b) = exp(a)/ exp(b)
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Observagoes:

8o

Denotaremos exp(x) = e®. Observe que esta notagio se justifica pelas pro-
priedades listadas no exercfcio anterior (propriedades da poténcia).

Para um ntmero a > 0 e b qualquer definimos a® = €?!"¢. Observe que temos
entdo definida qualquer poténcia de um real positivo e que se b € @, b =
p/q, ™2, coincide com a raiz g-ésima de a elevada & p, pelas propriedades
de logaritmo.

Podemos agora definir logaritmo em qualquer base positiva:
b _

Seja a > 0, a # 1, definimos log” como sendo o niimero real b tal que a” = z.
b ~ Inz
Mas, se a® = z, entdo blna = Inz e portanto, b = g Logo, obtemos a
igualdade
Inz
logi = —
%= Tna

Agora, nao é dificil ver como serdo os graficos de logi e de a®, para a > 0
qualquer. :

Exercicio 5: Esboce-os considerando pelo menos um valor para a > 1 e outro
paraa <1.
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