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TG - Definigiio de Logaritmo

Dados a,b € IR com 0 < a < b denotaremos por H? a regido sob o gréifico da hipérbole
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Figura 1

Propriedade Fundamental das areas das regioes do tipo H}

Propriedade Fundamental: Sejam k >0 e 0 < a < b. Entéo as regides H) e Hy; tém a

mesma area.
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Figura 2

Para verificar a propriedade observemos primeiramente o seguinte fato : Dado um retangulo
inscrito em H?, cuja base é o intervalo [c,d], podemos construir um retangulo, cuja base é
[ck,dk] que estd inscrito em HZf com mesma édrea que o primeiro. Com efeito, a drea do

primeiro é

enquanto a drea do segundo & (COMPIELE) .....verirrirreisrioisnrriorssanmeassensssransenss

Logo quando considerarmos retangulos inscritos em H_ b podemos encontrar retangulos inscritos
em H’ com mesma 4rea que os anteriores. Remprocamente dado um reta.ngulo inscrito em

s
HP com base no intervalo [r,s], podemos construir um retdngulo cuja base é [ E] inscrito

em H® com mesma 4rea que o primeiro. Portanto a soma das dreas dos retangulos inscritos
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em H? éigual & soma das dreas dos retagulos inscritos em HY . Logo é razodvel que as regioes
H® e HY% tenham a mesma drea.

Conseqiiéncia: Se @ > 1 e b > 1, entéo, usando que H{® = H? U H® e a propriedade
fundamental, temos que:

£ aby __ 1 b - a

drea( H{") = drea(H7) + area(HY).

Assim se definirmos uma funcdo, f , que a cada = > 1 associa &rea(HT) teremos

f(ab) = f(a) + f(b) , para todo a>1e b>1.

A pergunta natural é:

1 . :
uma vez que estamos considerando regides que estdo abaixo do grafico y = — e acima do eixo
T

z, para £ > 0, serd possivel extender a funcio f para todo o intervalo ]0,00[? Ou seja, serd
possivel encontrar uma outra funcio g cujo dominio é ]0, oo[, que coincide com f em ]1,00[ e
que conserva a propriedade g(ab) = g(a) + g(b) mesmo em ]0, 1]?

Para mostrar que g existe vamos arranjar uma “candidata” e provar que ela funciona. Antes
disso, resolva o seguinte:

Exercicio 1: Mostre que se g é uma funcio que satisfaz g(a,b) = g(a) + g(b) Va,b > 0, entdo
9(1) =0.

Assim, em primeiro lugar, como a candidata g deve satisfazer a propriedade g(ab) = g(a)+g(b),
temos que g(1) = 0.

- ) 1 , 1 ) 1
Em segundo lugar, se 0 < a < 1, entdo temos evidentemente — > 1 e 4rea Hf = 4rea Hf, =
a

drea H].

Agora nossa candidata g verifica 0=yg(1) = 9(‘15) =g(a)+g (;) =g(a)+ f (a) T
= g(a) + érea Hf
= g(a) + &rea H}

Ou seja, para a entre 0 e 1, g(a) deve ser negativa, pois a drea D! > 0 e ainda, nossa candidata
calculada em um nimero a, 0 < a < 1 é g(a) = - 4rea H}.

Arriscamos entdo a seguinte definicdo: (Faga um esbogo das dreas que aparecem na definigéo)

f(z)= drea Hf se z>1
g(z) = 0 se z=1
— 4rea H} ge @<l

Precisamos mostrar que g satisfaz a propriedade g(ab) = g(a)+g(b) para todos a € b estritamente
positivos. O fato de g ser uma extensio de f é evidente, certo?
19 caso: se @ > 1 e b > 1 nada temos a fazer. Por qué?

20 caso: se 0 < a < b < 1 entdo certamente ab < a. Por qué?
dreaH}, = drea HS, + dreaH} =

= dreaH} + dreaH}

ou seja, multiplicando por (-1)
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—4rea H), = —drea H} — dren H

isto ¢ g(ab) = g(b) + g(a).

39 caso: se 0 < a < 1 < bentao pode acontecer 0 <a<1l<ab<boul<a<ab<1<b Por
qué?

a)Sel0<a<l<ab<d

Neste casoab > 1e b > 1

drea HY = drea H{® + drea H!, =

= drea H{® + drea H_.

Logo drea H® = drea H} — drea H]}

g(ab) = g(b) + g(a)

Exercicio 2: Mostre que g(ab) = g(b) + g(a) também no caso abaixo. Nao deixe de esbogar o
grafico das dreas.
b)Se0<a<ab<1<b

Conclusao: Provamos que assim existe uma funcdo g, que extende a f inicial e que verifica
g(ab) = g(a) + g(b) para quaisquer a > 0 e b > 0.

Observe que o processo de construgio da fungéo ¢ nos garante que ela é tnica. Por qué?

1 a X x

~ N
4 x
A &res hachureds é igual » i x. . Ouanded < x < 1.t xdn dean e leins uchurads, com o sin! mense.

Definigao: A fungédo g construida é denominada In e é a fungio definida em ]0, +0o0[ dada por

In(z)
In(1) =0 ,
In(z) = —édrea(H}), se 0<z <1,

area(HT) , se > 1

[

e essa funcao tem a propriedade

In(ab) = In(a) + In(b) , para todos a>0 e b> 0.

Podemos observar que:

In(z) > 0 se, e somente se, r > 1
In(z) =0 se, e somente se, £ =1

In(z) <0 se, e somente se, 0 < z < 1.
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No excrcicio 3 abaixo, apresentamos algumas propriedades da fungéo In.

Exercicio 3: Verifique, usando a definigio dada e as propriedades desenvidas anteriormente,
que:

(1) ln(l’) = —In(a), para todo a > 0;

a
(ii)ln(%) = In(a) — In(b) , para todo a >0 e b>0;
(iii) In(a") = nln(a) , para todo a >0 e n € IN;

(iv) ln(a%) = %ln(a) , para todo a >0 e g € IN*;

(v) ln(ag) = gln(a) ,paratodo a >0, peIN e g € IN*;

(vi) In(a™) = rin(a), paratodo a >0 e 7 €®;

(vii) a funcdo In é uma funcio estritamente crescente, isto ¢,
se a>b>0, entdo In(a)>In(b).

Da afirmagao (vii) concluimos que a fungdo In é uma funcao injetora, isto é, se a >0, b>0
e a# b, entdo In(a) # In(b).

Prova-se que a funcéo In é uma funcao sobrejetora sobre IR (Ver no livro Logaritmos de Elon
Lages Lima, IMPA-VITAE), isto é, dado um b € R qualquer, sempre existe um a > 0 (que
neste caso é tinico) tal que In(e) =b.

Utilizando que a fungdo In é estritamente crescente, que é sobrejetora (e os exercicios 14 e 15
do livro Logaritmos de Elon Lages Lima, IMPA-VITAE, pégina 52 para uma prova completa),
obtemos que o gréfico da fungdo In tem a seguinte forma :

Y

y=inx

0 f X
Exercicio 4: Admitindo como valores para In 4 e In 3 as aproximagdes In4 ~ 1,3862 e

In3 & 1,0986 (esses ndo sdo os valores exatos, mas sim aproximacoes com erro bem pequeno)
determine, através das propriedades de In os valores de:

(a) In8 (b) In6 (c) ln72 (d) In fl

(e) In(0,666...) (f) In/12 (g) In(2™ . 2™ (h) In \3/:216
Exercicio 5: Assinale as afirmacoes certas e as erradas:

1
a)lnN=—In— b)\/a—=%-lna

N
ab?> lna+2-lnb

c) (Inz)®*=6-Inz d) In— =
c Ine
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e) In(zy)® = (Inz + Iny)®* f) .= Inp—Ing 3
g)a®=3-nx h) 3In(lnz) = In(Inz)
i)InN = Bln(N"/b) i) In(a®+b*) =3 -lna+4-Inb
a 46
1 | P 1 In® b
1) glna-}- Zlnb‘ - glnc= T

T+ Vi1 —
Exercicio 6: Mostre que para todo z > 1, tem-se: In (———) =2In(z + V2 -1)

x—vzi-1

Exercicio 7: (a) Mostre que, para todo z > 0 e todo h > —z, h #0, h racional, tem-se:

— B\ /"
ln(z+i}zl) Inz _ In (1+ _)

h
(b) Usando a defini¢do de In por drea, mostre que: T T < In(1+ k) < h para todo h > 0.
Por que podemos afirmar que se A for um niimero positivo muito préximo de zero entdo valera

que %ln(l + h) fica préximo de 17
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