UM POUCO DA HISTORIA DE POTENCI AS, EXPONE

NCIAISE
LOGARITMOS

[ole de Fretres Drwct

INTRODUCAO

Os logaritmos foram inventados, de maneira independente, por lobm
Napier (1550-1617), bardo escoeds, tedloge @ matemitico, @ por Jost Blrge (1552-
1632), suigo, matemitico e fabricante de instrumentos astrondmices. Sem Qe
nenhum tivesse conhecimento do outro, as tabelas da logaritmes de Napier foram
publicadas em 1614 ¢ as d= Birgi em 1820, Ambos procuravam resolver o prodlema
de simplificar as longas operagdes de multiplicagdo ¢ divisSo que vicham suginde
os recentes desenvolvimentos da Astronomiz & dx Nav S3CIQ, a0 avolvende
numeros muito grandes como fragdes decimais muito poquenas. Notess que, o
final do século XVI. apesar d= ji conhecido, o uso sistemitico de cases depots éa
virgula para as fragdes decimais nio era generalizado - foi o

Salhe de Napeer que
deu o impulso final para o emprego universal desta notacio decimal FQr: oS numeres

pequenos. Tampouco havia a notagio de potincias para abreviar produtes repedcs
de um mesmo valor. As progressdes aritméticas ¢ grométricas eram dem conbecadas
mas ndo havia sido introduzida a notagio &, sem sequer pary » mimero satwl
Mais surpreendentemente, talvez, ¢ saber que. mesta dpoca, aindy ndo Baviaz sdo
identificada a idéia de func3o. Apesar da trigonomettia estar muite deseovebids o
de identidades como a seguintes serem conhecidas, suas provas eram de sadwesy
geométrica e eram compreendidas como formulas que descreviam igwaldades
numeéricas ¢ ndo como identidades funcionais:

2 send cus8 = semd - 8) + soq -3
2cosd sen B = senfd+5) - sem({-3)
2 cosd cos8 = cos({+58) * cosd-J)
2 send sen8 = cos({-8) —cas({+ D

Alids, as tabelas de senos ¢ cossenos ¢ que eram empregedas pars duesRdemar
produtos em somas ¢ simplificar aquele tipo de opersgio
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EXERCICIO (do livro Logaritmos de Elon Lima)

Dados dois nimeros a ¢ b para multiplicar, mudnndp SCUs sinajg a
posigio das virgulas, podemos supor que ace b c'stﬂ.o comprccn'dldns entre ¢y
Por meio de uma tibua de fungdes trigonoménicas (que existe

. dL‘S(‘C 0 tc"lp()
de Ptolomeu), achamos nameros A,B tais que cosd = a e cosB

: - b. Calculamcq,
asoma A+B e adiferenga A-B. Novamente a tabua nos fornece cos(4+g) .

cos(A-B). O produto a.b procurado serd simplesmente a metade da soma cos4
+ B) + cos(A-B).

Usando este método, calcule os produtos abaixo:

a) 0,921 x 0,758.
b) (0,85771)* .
c) 0,873 x 0,802.

O uso dos logaritmos, no entanto,
produtos e quocientes, com a vantagem de
exemplo, quando Kepler recebeu as tabelas
entusiasmo nos cilculos enormes que final
terceira lei do movimento dos planetas.

veio a simplificar mais os calculos de
ser aplicavel a poténcias e raizes Por
de Napier de 1614, ele as utilizoy com
mente o levaram a fonmulagio de sua

PROGRESSOES ARITMETICAS E GEOMETRICAS

Tudo leva a crer que a const
Progressao aritmética corresponde 2 multiplicagio de termos correspondentes numa
progressdo geométrica é que foi a inspiragdo inicial tanto do trabalho de Napier
quanto do de Biirgi. Na auséncia da notagdo de poténcia. em 1544, no livio
“Arithmetica Integra”, Michael Stifel ja havia colocado lado a lado as referidas
progressges:

alagdo de que adigio de termos numa

L S
12 4 3 16 32 64 128 256 512 102
€ estabelecido as relagdes:

S0ma na 12 corresponde 3 produto na 22;

diferenga na |2 corresponde a quociente na 23
prodl.no na 12 corresponde a elevar a "poténcia” na 22;
quociente na |2 corresponde a extragio de raiz na 23,
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ASSHm POt SNl Pars T  tesalada de 16\ G4, hatta vey qwe

1€ na 23 Doda conesponde 2 4 wa 1Y
& ra 22 linha comesponde 3 S ma 1Y
qued +&6=10eque

10 za 13 hinda cormresponde 3 10 na 2
Portanto, 18 x 24 = 1024,

Ou, para sader o valor de V1024, ol > pars 3 12 Dada famee 10 2 2 = S o
voitando pars 2 22 linda odbsense (1004 = 12

Svndentements plo tram iy cilowlos, com ndmeros o stmples, que
mecessitavam asrdnomes ¢ pavegantes. Mas 3 avtava o germe da iddia.

O passo dado por ambos os imvestorss do logasinwo pareee ter sido a
perespedo de qual para poder wilizar com proveld 3 relagdo entre prograssdes
ImEtcas ¢ zeomdamicas. 3 mzdo desty ltima deveniy SO UM MLRCID WUt
proximo da unidade, de maneir 3 que 0 indervalo catre dols termas sweessives da
PG fosse pequenc = os cilculos pudassem sor realizados com boas apronimagdes.

Napter uohzow, como razio, bm nAmerd um powd menor do Que
1 : 0.999559% (=1-107) coquanto que Birgi empregava wma rardo algo mator do
que 1:10001 (=1+107) Ambos colocaram como termo imicial das suas
progress3es geomemicas nimerds grandes, deivando 3 Unpressio de que, de fato,
eram os produtes de grandes pimeros ou de pimeres com muitos digitos que mais
estavam interessande. De qualquer maneina, j3 erz conbecida 3 possthilidade de
mudar 2 posigio das virgulas multiplicande cu dividindo por potdncias de 10 Em
notagio meodema. 3 primeira tabely de Napier ena formada pelos pameiros 1
lermos da progressdo geoméEnica, cujo termo geral &

a_ =107 (1-107)" =Q L2 .. 100

enquanto que 2 tabela de Birg descravia os termos da progressio geométrica cujo
termo geral é:

b, = 10" (1-107)"

(=@ 1 2. 23027)

que ia até 23 027 nameros pois (1+107*)>= = ja.

Napicrpaxmtuﬁcadomuitocmnsimadomsmmhﬂh\\:oqm
deu o nome de “Mirifici logarithmorum canonis deseriptio” - Uma deseriglo da

maravilhosa regra dos logaritmes. (Logaritmo, palawra inventada por Napier
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juntando “logos” ¢ “arithmos" - nimero de razio, em substituigdo a sua primcira
nomenclatura - numnero artificial.)

Ja Bilrgi chamou seu livio sobre o assunto de "Arithmetische und
Geometrische Progress Tabulen”, numa citag3o objetiva do conteido das tabelas.

Fica claro que as primeiras tabelas de logaritmos nio apareceram como
tabelas de "expoentes a que se deve elevar uma base para obter o numero
dado”. Muito menos foram utilizadas inicialmente quer seja a base 10 ou a base

e (chamada de Neperiana, numa homenagem a Napier). Observemos que,
pela definicio original de Napier (mas em linguagem atual), diremos que
n=Nlog(a,) se a,=10"(1-10"")". Como arazio desta progressio geométrica é
menor do que 1, n cresce se e s6 se a_ decresce e, portanto, Nlog ¢ uma fungdo

decrescente, ao contririo do  log,, e do log, . Mais ainda. nem mesmo a
propriedade usual log(a.b) = loga + logb ~ vale para Nlog. Como

a..a_ =10"(1-107)".10" (1-10")~ = 10" [10" (1-10")~"] - 10" a_

temos que

‘Nlog(a;—';'—) = Nlog(a_.)) =n+m

ou seja, a propriedade que vale é:

Nlog{?(')—':} = Nloga+Nlogb

Note-se que, ao dividirmos um numero por J0' o unico resultado pratico ¢ o

deslocamento para a esquerda na posig3o da virgula e, portanto. fica ainda facil o

emprego do Nlog para célculo de produtos, desde que se tome o devido cuidado com
a posig3o da virgula.

' Em 1615, procurado e provocado pelo professor de geometria de Oxford.
Henry Briggs, o proprio Napier concluiu que uma tabela na qual o logantmo de |
fosso.: 0 ¢ o logaritmo de 10 fosse | seria mais facil de utilizar. Com a doenga de
Napn.cr, coul.)c a Briggs desenvolver esta idéia. Em 1617, morme Napicr e Briggs
publica a primeira tabela de logaritmos de base 10, com os logaritmos de 1 a 1000
escritos com 14 casas decimais. Em 1624, Briggs publicou "Arithmetica
logant!tmnca", com os logaritmos decimnais de 1 a 20.000 e de 90.000 a 100.000. Ja
neste livro aparecem as palavras “caracteristica" e "mantissa”. Esta tabela funcionava

cxatamente como as de hoje em dia, ji que aqueles logaritmos verificam todas as
propriedades usuais dos logaritmos.
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EXERCICI0: Estabelecer as propricdades relativas ao célculo do Nlog de %, de a”
cde Va.

Passemos & descrigio de como Napier ¢ Briggs montaram suas tabelas.

A PRIMEIRA TABELA DE NAPIER

Nela apareciam 100 nimeros, obtidos por 100 subtragdes:

10.000.000,000.000.0 0
- 1,000.000.0
9.999.999,000.000.0 !
s 0,999.999 9
9.999.998 000.000. | 2
- 0,999.000.8
9.999.997.000.000.3 3
- 0,999.999 7
9.999.996,000.000.6 4
9.999.900,000.495.0 100

Napier concluiu que, para obter o préximo termo (a
geométrica, bastava subtrair do anterior (a

..t) da sua progressio
107 ou seja 107a,

.) © seu préprio valor multiplicado por
. Assim, bastava deslocar a virgula, no dltimo termo a,
calculado, 7 casas para a esquerda ¢ subtrair este valor de g para obter o préximo

a..,- Ndo sei qual o raciocinio utilizado por Napier para chegar a esta conclusio,
mas podemos provar este fato facilmente com nossa notagdo modema:

a, =10 (1-10")"
a., =10"(1-10")"" = 10" (1-10")* (1-10") =

10" (1-107)" -10’ (1-10")" 10" = a_-a_ 10"
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ade analoga, trocando subtragdo por adigdo, vale

Observe que propried ¢rica de Burgi, que deve té-la empregado na

para a progressio geom

tammbém
ja sua tabela.

construgdo «

b, = 10" (1+107)"

b = 10° (1+10%)™" = 10* (1+107)" (1+107) =
10 (1+10%)" + 10* (1+107)710* =b_+b_10°

Conforme ja observamos antes, nao se pode usar dirctamente estas
tabelas. Por exemplo, como Nlog 9.999 998,000.000.1 ¢é 2 .nﬁo podemos concluir
que (9.999.998,000.000.1)° € o numero cujo N logaritmo seja 4 =2 x 2, mas sim
10’ vezes este nimero (POR QUE?), ou seja, (9.999.998.000.000.1)2 = 10’ x

9.999.996,000.000.6. -
Nesta tabela inicial de Napier, o objetivo de produzir uma progressio

geométrica tal que os "buracos” entre os termos ndo fossem muito grandes ¢ atingido
somente de forma razoavel. Foram necessarios 100 logaritmos para cobrir um
intervalo numérico de aproximadamente 100 unidades, deixando fora da tabela
nimeros intermediarios, como por exemplo 9.999.999.5. Napier fez duas outras
tabelas. As trés juntas davam conta, com precisio até a sétima casa decimal, da
possibilidade de usar os loganitmos dos numeros de 49986094034 a
10.000.000,000.0 por uma regra de interpolagio descrita na 32 tabela. Napier
trabalhou 20 anos para produzir este trabalho, que s6 foi inteiramente publicado em

1619, depois de sua morte.

EXERCIcCIO - Ulilizmq? as idéias acina, construa a progressio geometrica de
termo geral ¢, = (1+]0)" até o termo c,, € calcule um valor aproximado de
1004006 x 1006015 utilizando esta tabela.

Inven 1vi enct PRI
t? uma divis3o, uma potencia e uma raiz cubica que possam ser encontradas
(aproxlmadamcmc) com o uso destas tabelas.
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OS LOGARITMOS DECIMAIS DE BRIGGS

Como vimos, a idéia de Briggs cra a de aperfeigoar os logaitinos de
Napier de mancira a obter as propriedades: logl= 0, logl0 = 1, logab = loga + logb
¢ tal que a < b se ¢ s6 sc loga < logb. Briggs (1556-1630), que cra professor de
matemdtica em Oxford, tinha uma capacidade algébrica ¢ aritmética altamente
desenvolvida e certamente percebeu que estes logaritmos, para um nimero a, seriam
0 "expoente” (em termos atuais) ao qual se deve elevar 10 para obter o namero a.
Também percebeu que, para todo n € Z, logl0*"a = n + loga e que, portanto,
bastaria determinar os logaritmos para os nimeros entre 1 ¢ 10 (com logaritmos
entre 0 ¢ 1) pois para qualquer outro numero b (real) se pode encontrar n € Z e a
entre 1 e 10 tal que 5=10" a (n € o "n2 de deslocamentos da virgula para obter a”,

positivo se o deslocamento ¢ para a direita, negativo se o deslocamento é para a
esquerda).

Assim, por exemplo, se log 2 = 0,30103, entio

log 20=-1,30103 ¢
log 200 = 2,30103

log 0,2=1,30103 = -1+0,3010 = -0,69897

Se ¢ levado a inferir que Briggs dominava todos estes conhecimentos
sobre as propriedades das "poténcias” pelo fato de que sua primeira tabela era uma

tabela das 54 primeiras raizes quadradas sucessivas de 10. Ou seja, Briggs calculou,
\

] ] ] 2 .
com até 32 casas decimais, V10 = 107, JJ10 = 10%, 108 =107 ,..., 107", e observou

! 1]
que log 10* = -, .., logl0*" = —, como mostra a tabela abaixo. Lembremos, ele
2 2%

pensou tudo isso sem o auxilio da notagdo de poténcia, que n3o havia ainda sido
introduzida.
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EXTRATO DO to. SISTEMA DE LOGARITMOS DE BRIGGS

RETIRADO DO LIVRO DE 1L, 11. GOLDSTINE
"A HISTORY OF NUMERAL ANALYSIS FROM
THE 16th CENTURY"

lo Systéme logarithmique de Briggs

(Extrait)

Nombres
0 10.0.000 00
l 3.1622.77660 16387.93319.98893 54
2 1.7788. 79410.03892.28011.97304 13
3 1,3335.21432.16322.40256.65389 308
4 1.1547.81984 68945 81796.61918 213

16  1.0000 35135 27746.18566.08581.37077
17 1.0000.17567.48442.26738 33846.78274
18 1.0000 08783 70363.46121 46574 07431

47 1.0000 00000.00001.63608.51112 96427 283
48 1.0000.00000.00000.81804 25556.48210.295
49 1.0000 00000 00000 40902.12778.24104 311

52 1.0000 00000 00000.05112.76597.28102.947
52 1.0000 00000.00000.02556.38298.64006 470
54 1.0000.00000 00000.01278.19149.32003.235

1,0000 00000 00000.01

Logarithmes
1
0.5
0.25
0.125
0.0625

0.00001 52587 89062 5
0.00000 76293 94531 25
0.00000.38146 97265 625

0.0005u 00000 00002 2204 46059 25031
0.00000 00000 00001 1102 23024 62515
0.00000 00000 OOVOD DIS6T 11512 31287

0.00000 00000 OOV H3342 VU] VOIS 1804

A partir desta tabela. Briggs montou sua tabela de logaritmos dos
numeros de 0 a 100 (bastava de 1 a 10, como vimos) utilizando as propriedades dos

logaritmos:

» log(a.b) = loga+ logh
log(a” ) = rloga

a
log} = | =loga -louh
L(b) SEEE

lop(10” @) = n+loga

Resta, ainda, a observagio de que Brigps parou na 542 extragdo de raiz
\

por constatar que 102" =1+10"", ou seja, igual a | até 15 casas decimais (lembremos
que cle estava interessado em 14 casas decimais exatas).
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Veja um exemplo de como, usando a tabela inicial de Briggs ¢ as
propricdades do logaritmo, por umn processo de aproximagdes sucessivas, se pode
encontrar o logaiitno de 1,5 com precisilo dc até 4 casas decimais depois da virgula.

Observando na tabela, 1,5 é um namero intermediario entre os que
aparecem nas linhas 2 e 3:

1,333.5214.. < 1,5 < 1,778.2794... 4}
Portanto o seu logaritmo também esté entre os logaritmos das linha 2 ¢ 3:

%:0,125 < logl,5 < 0,25=% (A)

! '
Lembremos que isto significa, sendo x = logl,5 que 10* < 10* < 10¢.

Como 1.5 estaentre 1,7 e 1,3, tentemos achar um expoente r, para

\ ‘ " | - .
10 que seja maior do que % ¢ menor do que 3 Para nos aproximarmos mais de

\ g c |
x tal que 10" =1,5. Tomemos a média aritmélica entte - e

I l)l (|+2]|_3 13 . 3 |
L=|=+=-|- =|—|- = =x= = —. Assim - < — < —~.
8 4)2 8 )2 8 2 16 8 16 4
) | )

Para calcular 10 = (10*)’ podemos olhar o valor de 10, na linha 4 da
tabela, e depois eleva-lo ao cubo. Usando uma calculadora obtemos:

1.
g

Il
(10')’ = (1,1547819)" ~1,5399261

(com aproximagdo de 7 casas decimais porque € o que a calculadora me permite).
Logo, podemos escrever uma segunda aproximagio para o logl,5:

\ , -
Como 10* = 1,333.521.4 < 1,5 < 1,5399261 = 10" (2)

teremos que

= 0,125 < logl,5 < % = 0,1875 (B)

Continuemos o procedimento, tentando a média aritmética entre ! ¢ 2

. (1, 31 5
ouseja r, = §+l—6'5=§
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Observe que_ fazer a_média _aritmélica entre _0s _expoentes, corresponde 2
procurar a média peométrica entre as poténcias, pois

s RN L) P
10" = IO(' why o \l;).' il = Jlo'.lo"-.

Como a linha 5 da tabela de Briggs n3o aparece no extrato que tivemos

acesso, teremos de novamente utilizar a calculadora para encontrar o valor de
\ \

e 3 . . . .
10 = 10* correspondente a Sa. extragdo de raiz quadrada sucessiva. Depois,

como 10‘1’ = (IO“_‘ ),, usaremos a calculadora para encontrar a 53 poténcia deste
numero.

Pela tabela 10‘1‘ = 1,1547819 o que nos da \[I_O‘—L = l0'l° = 1,0746077 e
[loﬁ ) = 1,4330116.

Obtivemos assim a 33 aproximagdo:

)

~ 14330116 < 1.5 < 1,5399261 = 10* (3)

=
2

10
o que nos da, para o logaritmo:

5 3
2 =0.15625 < log 1.5 < 0,1875 = —
32 0.1 ,og 16

Continuando o procedimento, com a maquina de calcular. obtemos:

(5 .3\l _5+6 _ 1l
L=\t s> =
32 16)2 64 64

0¥ - (""l‘]" o (J'T ) - (Jio7e077)’

]

Mas 1746077 = 1,0366328 = 10*
"

e (1,0366328)" = 1.4855052 = 10*
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O que nos deu uma aproximagio melhor pela esquerda:

1]
10% = 14855052 < 1,5 < 1539921 ~ 10%  (4)
¢ portanto
|
= = 0,171875 < log 1,5 < 0,1875 = >
o4 8 = (D)

Continuemos o processo até estabilizar a 22 casa decimal, ja
. a . Ja que, desde a
dc§lgualdadc (B) podemos observar que a primeira casa decimal de log 1,5 é 1, ou
seja, log 1,5 = 0,1.
11 3

A proxima média aritmética serd entre ac ﬁ:

11 3] 11+12 23
’.‘ x’ - '_+""" = R — =
2(64 16 128 128 0,1796875

k-1 \° 2 n n
10 = (10"') = [JIO“] = (V10366328)
\
Mas /10366328 = 10181516 = 10™ ¢ (J1.0366328)" = 1.5124695 ~ 1o

E, a menos que eu tenha me enganado ao apertar alguma tecla da calculadora,
obtivemos a 58 aproximagio:

11} by}

104 = 1,4855052 < 1,5 < 1,5124695 ~ |0 (5)

0 que nos da

= 0171875 <log 1,5 < 01796875 = 2 (E)
4 ‘ 128

E nesta etapa conseguimos uma aproximagdo para o log 1,5 com exatidio
até a 23 casa decimal:

log 1,5 = 0,17

mas bastante imprecisa a partir da 32 casa, ja que o algarismo correto desta casa
pode estar entre 1 ¢ 9!
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EXERCICI10S:

Continue este processo até conseguir exatiddo nas 32 e 43 casas decimais para o
log 1,5, utilizando a calculadora eletrdnica.

Achar, com 4 casas decimais precisas, o log,, 5, utilizando as idéias acima e uma
calculadora eletronica.

Talvez tenha ficado claro pesaweoseta 0 quanto as tabelas ajudaram a
simplificar os calculos no inicio do século XVII, ja que naquela época nio havia

maquina de calcular, mas os problemas de astronomos e navegadores envolviam
certamente numeros com muitos digitos. Também ¢é de se tirar o chapéu i
engenhosidade, paciéncia e pertinacia destes homens que passaram anos de suas
vidas fazendo uma série de calculos, para que a humanidade pudesse, depois, fazer
os seus calculos mais rapida e facilmente. Certamente também o desenvolvimento do
comércio se beneficiou muito com o trabalho deles, bem como a ciéncia em geral.
Suas tabelas representaram, para os séculos XVII, XVIII e XIX, o que os
computadores representam para o século XX, em matéria de cilculos numéricos.

A "FUNCAO LOGARITMO" DE NAPIER

Nao dispondo do conceito de “fungio de variivel real”, mas tendo a
necessidade de poder atribuir um logaritmo para qualquer namero, mesmo aqueles
situados entre dois nimeros consecutivos de sua tabela. Napier deu uma definigio de
logaritmo baseada no movimento continuo de pontos ao longo de retas. Ele

: .0, de comprimento 10 (para dominio dos naneros aos quais se
vai atribuir um logaritmo):
L, y L
— + 4
P, P X 0

‘ Se Napier falasse uma liqguagcm mais proxima da que empregamos hoje,
oderia ter fo.rmulado sua defini¢io como segue (numa tradugio livre minha da
definig¢3o de Napier):
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- Consideiando que o ponto L se move na semi-reta 77 a partir dc L,
com velocidade constante igual a 10" ; considerando que o pouto I’ se move no
scgmento %1%, a partir de P, , com velocidade decrescente € com valor, em cada
instante, igual 4 distancia que falta percorrer até 0; sendo y a medida do segmento

L,L ¢ x a medida do segmento PO, para L ¢ P fixados no mesmo instante de tempo,
" entdo chamamos y de logaritmo de x

Vejamos como esta "definigdo continua" ou "cinemitica” extende a
© inicial, dada somente para a seqiiéncia a, = 10" (1-10"")"

de nameros, que dizia
sern o logaritmo de a_ .

Na definigdo acima, a semi-reta L L esta no lugar da progressio

aritmética 0, 1, 2, 3, ¢ o segmento P,P esti no lugar da progressio geométrica
= 10 (1-107")" (neN) Se a velocidade é constante e igual 10’ sobre Z_Z
cméo para percorrer uma distancia equivalente a uma unidade, é necessirio um
tempo - = /07" (unidades de tempo). Considerando ser este um tempo pequeno (se
a unidade for minuto, por exemplo), neste intervalo de tempo o ponto P vaide P, a
P, com uma velocidade decrescente mas ainda muito préximo de 107 . Assim P R

=lex, P0~10 -1=10"(1-10").

Durante o segundo intervalo de tempo de duragdo 107, L percorre mais uma
unidade de compnmemo Ja P se move com uma velocndadc de valor aproximado

10’ (1- 10 ") neste intervalo, ja que este ¢ o valor aproximado da velocidade de P,
¢ o intervalo de tempo ¢é pequeno. Assim:

PP, = o’(1 107)107 =(1-10") e

x, = P,0=P0- PP, =10 (1-10") - (1-10° ')=(10" -1)(1-10"")=
10’ (1-107)(1-10"") = 10" (1-10")}

Continuando este raciocinio, encontramos que

x" =P0=10"(1-10")".

Digitalizado com CamScanner



14

Pode-se observar que esta definigdo cxtende a outra somente por
aproximagdo. Napier garantia, em todo caso, que suas labelas., fcitas a partir da 12
definicdo, davam uma precisdo, nas respostas, até 72 casa dcc.lmal. Na verdade, por
um crro de cileulo por cle cometido, suas tabelas ddo aproximagdes boas até a 63
casa decimal. _ .

Essa idéia da 22 definig3o foi extremamente importante e esta na origem
da descoberta do nimero ¢ e da fung3o exponencial de base e. Problemas como o de
prever o tempo de resfriamento de um corpo, o tempo de desintegragio radioativa do
urdnio (que permite estimar a época de materiais fosseis) ou o valor da pressdo
atmosférica para cada altura h (que é importante para a aviagdo), sio problemas cuja

analise recai no modelo de movimento descrito na 22 defini¢do de loparitmo de
Napier.

EXERCICIO: Dado que

A lei de resfriamento de Newton afirma que a diferenca de temperatura 1), entre
o objeto ¢ 0 meio mais frio que o contém, decresce com um taxa de variacdo
proporcional a essa propria diferenga.

» Os atomos de uranio possuem uma tendéncia natural a se desintegrarem. Assim,
com o passar do tempo, a quantidade de substincia original diminui de tal
maneira que, num dado instante, a quantidade de matéria que sc¢ desintegra é
proporcional @ massa de urdnio que ainda resta no corpo naquele instante. A\
constante de proporcionalidade ¢ determinada experimentalmente.

A pressdo atmosférica diminui a3 medida que aumenta a altura h em relagdo ao

nivel do mar. Diz a Lei de Boyle que o decréscimo da pressdo se da com uma
taxa de variagdo proporcional  altura h considerada.

Pergunta-se: Qual a relagdo entre a 22 defini

. ¢do de Napier e os trés problemas
acima? -
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DO LOGARITMO DE BURGI AO LOGARITMO NATURAL (UM POUCO
DE FICCAO HISTORICA)

Uma transposigdo das idéias da 28 definicdo de Napier para as idéias
envolvidas no logaritmo de Bilrgi, ¢ que n3o foi registrada no século XVII, nos
levaria a duas semi-retas:

1

onde o ponto L continua movendo-se com velocidade constante v, descrevendo o
segmento y = L L, mas o ponto P move-se com velocidade crescentes e iguais a
distdncia percorrida PP = x

Ja que Biirgi ndo fez, elaborando (a partir de uma sugestio da professora
Elza Gomide, do IME-USP) de um ponto de vista atual as idéias por ele trabalhadas,
normalizemos a velocidade inicial para v, = I no lugar dos 10" de Biirgi. Portanto,
como estamos querendo que o ponto P se mova com velocidades iguais as distancias
percorridas e que examinaremos as posigdes de L ¢ P nos mesmos instantes ¢ de
tempo; com a velocidade de L no instante inicial 1, deve ser igual a velocidade de P
em f, , devemos admitir que em P’ o ponto P ja percorreu uma distancia X, =V, =
1. Ou seja, P comegou seu movimento num ponto anterior a P,, digamos numa
origem 0. Vejamos o que ocorre no intervalo de tempo de valor 1:

Slw
S
|

—3 Iy
L v
0

o9
Il
—
! _1-

Ve

. 1
estara no ponto -
n

de tempo seja pequeno, (n grande) aproxim

Subdividindo a unidade de tempo em n partes iguais a l. teremos que L
. n

. . l .
transcorrido um tempo de —. Para P, supondo que este intervalo
n

amos sua posigdo, apos o transcurso de
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; . |
um tempo de l admitindo sua velocidade constante igual a 1 durante este tempo —.
n

‘ n
1 1 ’
Portanto l'(-) =l +-.

n n

No segundo intervalo de tamanho l L chegarda em % Ja P, considerando
- n

. . . g . 1 1
que neste intervalo, sua velocidade sera aproximadamente igual a l’[;}: 1 e
teremos: . '

{5 RO R O R P G AR (B8

n n

Assim por diante, supondo entdo as velocidades de I’ constantes (por

. - ; |

aproximagdo) em cada pequeno intervalo de tamanho —, mas crescendo em cada um
n

deles conforme o prescrito, ou seja, igual a distincia OP, chegaremos a

P('-’): P(I)z[l+l). e
n n

EXERCICIO: Calcule (l+%) para n = 2,4.8,16,32,64,128 ¢ encontre assim

aproximagdes para e.

Colocando em ordem as idéias desenvolvidas aqui,

obtemos a seguinte
conclusdo.

Se queremos definir logaritmo de maneira a que logl = 0. ¢ 1al que o
logaritmo cresga com velocidades constantes ao mesmo tempo em que os numeros,
dos quais se procura o logaritmo, crescem com velocidades iguais a si proprios,
entdo o numero que possui logaritmo igual a 1 € o Iim(

LE L4

1+ -) =¢! Ou seja, teremos
n

um logaritmo de base e, ja que a base do logaritino € que se caracteriza por possuir
logaritmo igual a 1. Este é o chamado In - logaritmo natural ou Neperiano.

Assim como no caso anterior, existem varios problemas importantes
relacionados com as idéias desenvolvidas neste paragrafo.
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EXERCICI0: Observe ns citungdes descritas abaixo:

Chlculo de juros compostos. Um eapital posto pan tender juros (dintinmente, por
exemplo) aumenta, a cada instante (dia) uma quantidade de juros proporcional ao
scu proprio valor no instante (dia), ja acrescido dos juros anteriores. Se o

rendimento fosse instantineo (¢ ndo diario), cairfamos num caso anélogo ao
descrito antes - chamado "juros continuos".

Uma cultura de bactérias cresce, a cada instante, numa velocidade diretamente
proporcional & quantidade de bactérias presentes na cultura.

Pergunta-se: Qual a relagdo entre a "definig3o de logaritmo natural” dada neste
paragrafo e os dois problemas acima?

O LOGARITMO COMO AREA

Umina maneira de definir o valor de In_, encontrada freqilentemente em
livros de célculo, é através da area sob o grafico do ramo da hipérbole f (::)=l

X
(x > 0). Neste contexto diz-se que o valor de In x,, parax, 2 1, é o nimero que

expressa a medida da area da regido hachureada no desenho, ou seja, delimitada
pelasretas x =1, x=x

ﬂt

l
0 Y=0 e y=—.
X

N
4

B //////”’i
! °

No caso de x', ser um numero entre 0 e 1, diz-se que [n x'; € 0 numero
negativo cujo valor absoluto coincide com a medida da area descrita acima (com x',

no lugar de x, ). Na linguagem das integrais definidas, a definigdo pode ser dadas
Sinteticamente por:

l - ..l
nx,=|

—dkx.
x
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Esta abordagem possibilita um  tratamento |i;_’:(3msn para o logaritmo
bascado no conceito de drea que ¢ mais elementar ou intuttivo. do que o de fungdo
exponencinl. 15w vez delinido tigotosamente, © Iug'mllnm s¢ (lcﬁ’n'c.a. fungio
exponencial comu sendo a inversa do ||-| x. Ainda mais, podemos neste contexto
obter uma definigdo geométrica para o nunero ¢ como sendo o valor da abcissa para
a qual a referida drea vale exatamente | (unidade de area):

A

N
7

Localizemos historicamente o surgimento e o desenvolvimento destas
idéias. Como vimos antes, a idéia de logaritmo surgiu da associagdo entre
progressdes aritméticas e geomeétricas e no inicio do século XVII (cf. pgs. 2 e 3 do
artigo) com o trabalho de Napier publicado em 1614 e o de Biirgi ecm 1620 O

primeiro registro a tratar de areas sob o grafico do ramo positivo da hipérbole y = —

X
data de 1647 no livro "Opus geometricum quadraturae circuli et sectionum coni” de

Gregory de St. Vicent, jesuita belga que foi professor em Roma, Praga e Madrid.
Nesta obra St. Vicent observa e prova que, se marcarmos no eixo das abcissas uma
seqiiéncia de pontos a,, a, ,a,, .., a,,.. formando uma progressao geométrica e
se, por esses pontos tragarmos segmentos perpendiculares ao eixo x entre esse e o
grafico da hipérbole xy =1 (como na figura). entdo sio iguais as areas entre dois
segmentos verticais conscculivos, o ¢ixo-x e o grafico da hipérbole. (A, = A

A, =..=A_=.., nanotagdo da figura).
A \

CAI

R

¢ |
O Gy Oy Qg Qg -

Ou seja, o jesuita provou que, enquanto as abcissas crescem (ou decrescem. se a
razao for um nimero entre 0 e 1) segundo uma PG a,,a,,a,,a,,.,a_,. as

areas b, entre o grafico da hipérbole, o eixo-x e as retas x = a, e x=a_ (n=
0.12,.)(b, =A, +A, +..+A,)crescem segundo uma PA (de razio r = A)
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Nilo me perguntem como, mas o objetivo principal do "Opus Geometricum” era o de
comprovar a existéncia de Deus. Ndo ocorreu no scu autor usar a correspondéncia
entre abeissas (PG: a, ) e 4rcas (PA: b, ) para definir um novo logaritmo. Isso foi
feito por um amigo seu, o também jesuita belga Alfons Anton de Sarasa que, em
1649 estabeleceu a ligagio entre o resultado obtido por St. Vicent e as idéias de
Napier sobre logaritmo. Ele também provou que as areas sob o grafico da hipérbole
satisfazem as propriedades caracteristicas do logaritmo. Um desenvolvimento atual
cécslcs resultados, muito bem feito, pode ser encontrado no livro "Logaritmos' de

lon Lages Lima (publicagio IMPA-Fundagio Vitae). Recomendo fortemente a
leitura desta obra para o leitor nio familiarizado com a abordagem do logaritmo
como area.

Abandonaremos uma vez mais o transcurso linear da histoéria para uma
em notagdo modema. Estudaremos um caso particular das ireas descritas
anteriormente de forma a podermos comprovar (ndo provar) ou aceitar melhor a

veracidade dos fatos estabelecidos pelos dois jesuitas na metade do século XVIL. O
que faremos. esperamos, servira também como mais uma m
do adjetivo "natural"

digressdo

otivagdo para o emprego
. 130 freqiientemente associado ao nimero .

Consideremos, no eixo das abcissas, a seguinte seqiiéncia, onde n é um
numero natural fixado inicialmente:

2 L] k
a, = 1,a,= I+l,a, = (l+—l-) , a, = (l+-l-) s ey @y = (l+l) , e
n n n

n

Observe que essa é uma PG cujo 12 termo é o namero a, =1 ederazio q
= 1+1/n. Queremos calcular o valor das dreas b, = A, + A, + .+ A, na notagio
anterior para esta particular PG. Faremos isso calculando valores aproximados,
através do auxilio de retangulos escalonados, que nos fornecem aproximagdes por
valores maiores, no caso dos R, , e por valores maiores, no caso r, das dreas A,
como no desenho. Observe na figura que, para todo i = 1, 2, 3, ... as ireas A,
procuradas obedecem a desigualdade r, <A, <R, .

T Y
? /Rz: R
n‘\n N //'n'!/ Q;

v ("!;\(u&\i (4&&\3 [(f%‘,‘)“ (h%‘\‘

Lembremos que a PA de St. Vicent, determinada pela PG fixada sera:
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h“ =0‘ h‘ :,\“ l): = A. +A’. b‘ = A| +A: A " hkTZ/',,..

Voo oo
]

Passemos ao cilculo da area do retingulo R, , cuja baseéc, =a - a, , ecuja
1
altura é h = — Calculemos:

al"
' -l -\ l |l l
¢ = (Hl) - (Hl) = (l=l) [l+l—l) = (I+—] - e
h n n n n n
1
= ——. Portanto
(1+3)
1+ -
n
U8}
R =ch = (l+-‘—) -l-;. =1 paratodo 1123, .
n) n 1 n
(+3)
n

Ou seja, para as areas dos retingulos R,

vale a mesma propricdade
descoberta por St. Vicent, relativa as regides A

1o Asy Ay, L, a saber. todos cles
- - l hd o "
tem amesmaarea —. Portanto, enquanto as areas embaixo das "escadas” (R, +
n

1
R, *+R, ) por eles determinadas crescem em PA, os valores das abcissas dos "pés da
escada” (a, ) crescem em PG. Vejamos o que acontece com as areas da escada dos

r, , que “encostam na hipérbole por baixo". Neste caso, a base do r,

¢ a mesma ¢,
anterior, sendo suas alturas k, menores: &

| )
= —. Calculando a area:
a

-0
P [N L S N W
n Il(l+1) "(H—) n+
n n

Novamente, as areas r, sdo todas iguais para todo i = |

2,3.... € portamio as areas da
"escada de baixo” (r, +r, +..+r, )crescem em PA i medida

que as abcissas (a, )
dos "pés das escadas” crescem em PG.
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Obscrvem que, quanto maior for o n fixado, melhor sera a aproximagdo
) (] ]
dadren b =34 por YR ou .
"l (L} ]

1 i m=5 | ? m=\0

o =

- -

T3

JCASTARR R I i o
TN g gy e

2 >
i 5 : 1:’5'199
(ug;:“a;..é) ety

Os calculos feitos para as areas dos retingulos ndo provam o resultado

estabelecido por St. vicent, mas talvez o torne mais “aceitivel” no caso particular
analisado, levando-se em conta a observagio imediat

fixamos inicialmente o # de forma arbitriria e, po
grande para obter boas aproximagées de A, por R

amente anterior e o fato de que
rtanto, podemos tomna-lo muito
ou r,.

Passemos ao niamero e. No inicio desta segdo, foi referido que o niumero e
pode ser definido geometricamente como sendo o valor da abcissa para a qual a rea
representada pela fungdo logaritmo natural vale exatamente 1. Voltemos, entdo, aos
retangulos R, e r, para tentar avaliar o valor da abcissa que torna a area sob o
grafico da hipérbole igual a 1. Vimos que

L}

l l -
R=- ¢ r=— paratodoi=1234,. .
n n+l
Entdo, para qualquer n fixado inicialmente, ser3o necessarios n retangulos R, para

” . .0 l
obter-se uma "escada” com irea |, jaque n-=1|.
n

sera a abcissa a_, correspondente ao retingulo R,.Como a_ = (l +l) e
n

Ina, = A + A, +.+4, = R+ Ry+.+R =n

,1;

Portanto, o "pé desta escada”

"'-—..." -| “'\

| "“&)l‘v’;‘l etove {|+_£]“ (‘AAM!.- i
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’ l 3
obtemos uma aproximag¢fio para 0 numero ¢ atraves do niimero a, = (I +;-, ;

Ja no caso dos retingulos inferiores r, , se tomamos os 1 primeiros
a area da "escada” por eles formado sera:

Py Fyn ity o
n [ ] l l n
2};:2 =N — <l
”r n+l n+tl n+l

Juntando todas estas informagdes, obteremos as seguintes desigualdades:

Sendo 1=1,23,..., 0<r, <A, <R, e, portanto

0 < ZI’: < Z|A, <)2R ou 0c< n—’-f-—l < Z;A, < 1 pelos calculos
= = = =

anteriores.

Passando estes termos das desigualdades ao limite quando n tende para + «,
obtemos:

I = lim < lim) 4, < liml = |
hoee 1=l

LEa L] LEX L

ou seja, podemos concluir, pelo teorema do confronto, que:

lim) A =1
Lo =1
Mas ja haviamos visto que a area A_ ¢ delimitada. a direita, pela reta

X =.q, = (l +-';) ,onde a, ¢ o "pé da escada de n degraus”. Assim. na medida

em que deixamos n crescer, a area correspondente a 2.4, vai ficando delimitada
(M
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constantemente pelo  grafico de hipérbole, pelo eixo-x, pela reta x=1 ¢,
variavelmente  direita, pelaretax =48, :

A =8 5 0
M = N

v

A
re

|G - < p.
I\ Ll (P (\‘;L)‘: 2,499 4’;‘ (k&ﬁ U‘.')“ WO" % 21”34

Ora, a irea limite, lim) 4 =1, sera delimitada, a direita, pela reta

x = lima, = Iim(‘|+l)n.

. o= n-s n

Chegamos, entdo, as conclusdes desejadas inicialmente, ou seja:

« Se sabemos que e=|im(|+-!-) ent3io provamos a afirmagio do inicio da

n—o© n

secqdo sobre ser ¢ a abcissa que procuravamos.

. Se definimos ¢ como sendo a abcissa que faz com que tenhamos uma area
igual a 1. abaixo do grifico de xy = | entre x = 1 e x = ¢, entdo provamos que

este nimero ¢ pode ser calculado como o lim(l + ——) :

n—o n

Voltando a notagdo de integral, obtivemos assim a igualdade:

Ine = 'ldx=l'
' x

Portanto, se é para a fungio In funcionar como um logaritmo, fica

n—so n

aprovado que a base deste logaritmo ¢ o nimero e = lim(l +1)
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’ )
EXERCICIO: Retome aos 2 grificos da pg. __. Calcule os valores de 3" R e r
)

1[] "

(X1}
no primeiro grifico ¢ os valores de 2R ¢ r no caso do scgundo grafico.
=)

0=\

Talvez esses cilculos concretos "convenga mais" de que !.T.‘.E A =1 do que a
=0
manipulagdo anterior dos limites.

CONCLUSAO

Retomemos agora o fio da Histéria. Ficou dito anteriommente que a
venificagio de que a area sob o grafico de uma hipérbole de 1 até x _ . pode funcionar
como logaritmo de x,, foi publicada em 1649 por A.A. de Sarasa, ligando as idéias
de St. Vincent com as de Napier. Para melhor situar o tempo histérico vivido por

estes personagens, € preciso citar mais alguns dos desenvolvimentos da inatematica,
que foram conexos e contem

poraneos aos que vimos descrevendo, juntamente com
seus respectivos créditos.

Figura importante foi, sem duvida, René Descartes (1596-1650) que, em
1637, introduziu pela primeira vez o simbolismo

Também, na sua obra, se pode

de poténcias de expoente inteiro.
também dominava esse ultimo

perceber ja o emprego da idéia de funcio Outro que

conceito, foi Pierre de Fermat (1601-1670) ¢ que esta
na origem da determinagio dos conceitos de derivada ¢ integral. Obsenvemos que,
sem esta ultima - a integral

- 0 tratamento de areas de figuras como a que vimos
abordando nesta segdo era muito complicado, talvez inabordavel. Foi Fermat o
primeiro a tratar de questio

de como efetivamente calcular a area sob o prafico da

R 1 . . : :

funcdo f(x)=—. E entramos ai, decididamente na cpoca da cn
X

agido do Caleulo
Diferencial e Integral que, certamente, s6 foi possivel gragas a efervecéncia de todas
estas idéias no século XVII. Che

gamos, assim, a lsaac Newton (1642-1727) e
Leibnitz (1646-1716) que foram os

dois criadores, de maneira independente um do
outro, dos conceitos de derivada e integral de fungio de varidvel real, herdeiros que

foram do legado cientifico de Descartes e de Fermat. Ou seja, poténcias,
exponenciais e logaritmos constituiram

o verdadeiro germe para o desenvolvimento
do Calculo e da Anilise modernos.
Cabe, finalmente, uma altima observagdo. Apesar da primeira tabela de
Napier ter aparecido em 1614 (desenvolvendo idéias sobre a interrelagio entre PAs e
PGs publicadas desde 1544), da tabela de logaritmos decimais de Briggs ter sido
publicado em 1624, somente em 1742 ¢ que surgiu uma exposicdo sistematica do
logaritmo como expoente. Isso foi publica

do no livro "Tables of Logarithms", em
Londres, por William Gardiner, que propds a seguinte definigio: "0 logaritmo
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comum" de um numero ¢ o indice (expoente) da poténcia de 10 que ¢ igual ao
namero™. Por mais estranho que possa parecer, a definigdo de logariino que
usualmente empregamos na escola do scgundo grau levou cerca de 200 anos para
poder ser fonmulada, a patir do momento histérico em que foi percebido ser
possivel utilizar adigdes para calcular produtos. Todo esse tempo transcorrido é
certamente muito significativo do grau de dificuldades que o conceito abarca.
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