Variaoeis Aleatorias
D1iscretas

Comecamos relembrando
alguns resultados jd vistos sobre
varidveis aleatorias
discretas.

Parte 1
(segunda versdo)



Varidvel Aleatoria: Uma varidvel aleatéria é basicamente uma fungdo

qualquer do espaco amostral R com valores em [K; .
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Uma varidvel aleatoria, que vamos representar por letras maitisculas
X, Y, W, ... essencialmente "codifica” os resultado dos experimento aleatério

por niimeros reais. Essas varidveis aleatorias podem ser dependentes ou ndo,
como veremos depois.

Caso discreto: vamos comecar com o caso mais simples, quando
a varidvel aleatoria pode assumir apenas valores num conjunto discreto.

(o conjunto de valores possiveis é finito ou infinito enumerdvel)
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O conjunto imagem de uma varidvel aleatéria discreta X
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Obs: lembre que um conjunto A é dito "enumerdvel” se existe uma

maneira de selecionar todos os elementos de A, em alguma sequéncia,

tal que todos esses elementos sejam eventualmente escolhidos.
Mais precisamente, existe -f SN 2 Y, sobrejetora,

onde //\/ ;1)0 1K 2 Jeee A representa os niimeros naturais.

Notagdo: se uma varidvel X s6 pode assumir os valores {74“ Zz,... Y
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oamos escreoer:

A informacgdo importante sobre uma v.a. discreta X é sua

Distribui¢do de probabilidades: quais sio as probabilidades de

cada valor possivel; ou seja, como sdo distribuidas a probabilidade total,
igual a 1, entre esses valores.
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Obs: A distribuicdo de probabilidade de uma v.a. X também pode ser
definida pela Funcdo Distribuicdo Acumulada de Probabilidade:
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Para toda v.a. X temos as seguintes propriedades:
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Para v.a. discretas, o mais natural é fixar diretamente a
Distribui¢do de probabilidades: 'f,h‘: 264 =1c')9c 91

Vejamos alguns exemplos importantes.



Alguns exemplos:

1) Bernoulli(p): Dizemos que uma varidvel aleatoria (v.a.) X

tem distribuicdo Bernoulli com pardmetro pe Joi] seela
so pode assumir dois valores: 0 ou 1
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3) Geométrica com pardmetro p, ]b & [D, /j

Suponha que lanco uma moeda, com probabilidade p de "sair cara”, "sucesso”,
um niimero arbitrariamente grande de vezes, independentemente.
Seja X = "niimero de langamentos até encontrar cara pela
primeira vez”

Se estamos apenas interessados no niimero de lancamentos
até sair "cara” pela primeira vez, podemos tomar

Espaco amostral ’ 2 ={1,2 ..}

letra grega Omega maiiiscula

Observagdo:  no pdf anterior imaginamos que o experimento em questio fosse (como agora)
"lancar uma moeda wm niimero infinito de vezes”
mas poderiamos estar enteressados em eventos complicados como "quais foram os primeiros N resultados”,
para qualquer niimero inteiro N maior ou igual a um. Neste caso assumimos que o espago amostral descrevesse a
sequéncia INFINITA de langamentos, que nio é enumerdvel como comentamos.
Vamos simplificar agora: s6 queremos saber quantos langamentos foram necessdrios até encontrar a primeira cara.
Neste caso basta considerar o espago amostral ={1,2, ... }.

Se {k} denota o evento "saiu cara pela primeira vez
apenas no k-ésimo lancamento” temos (pela independéncia)

P({k}) = (1-p)* 1 p

{k} = "saiu coroa nos primeiros k-1 lancamentos e
cara no k-ésimo lancamento”

Como {X=k} também denota esse mesmo evento



Temos
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4) Binomial com pardmetros n e p :

Suponha que lango uma moeda, com probabilidade p de sucesso,
n vezes, independentemente.

Seja X = "nilinero de vezes que observo cara nos n lancamentos”

Entdo X € ﬁo,(lz,,,,,nj

ou seja, posso observar desde 0, "nenhuma cara nos n langcamentos”,
até n caras, "todos os n lancamentos resultando em cara”.

Para determinar a distribuicdo de probabilidades de X podemos usar
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um "diagrama em drvore”, ou "diagrama de possibilidades”:
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Neste diagrama zig-zag, considere(uma particular trajetoria gom

sucessos (e @fmcassos).

A probabik@i\idesta trajetoria, como discutido acima,
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é dada por Pk( /—/o) N-k . Ou seja, é a mesma prob. para toda trajetéria.
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O evento {X=k} vai acontecer se tivermos qualquer uma destas trajetorias

com k sucessos e n-k fracassos.

Quantas trajetorias existem? Cada trajetoria que tem k sucessos
e n-k fracassos é fixada quando escolhemos os k lancamentos, dentre os n,

que resultaram em sucessos (e o restante, portanto, em fracassos).

Niuimero de maneiras de escolher k dentre n:
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Obs: precisamos verificar que

Binémio de Newton:
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Usando este resultado:
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Valor Esperado de uma varidvel aleatoria discreta.

Se X é uma varidoel aleatoria discreta com
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entdo seu valor esperado, denotado por E(X), é definido por:
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obs: note que E(X) é uma média ponderada dos valores possiveis de X
e a ponderacdo de cada valor é a sua probabilidade. Note tambem que
a soma dessas ponderacgées é igual a 1.

Motivag¢do desta definicdo: suponha que X = "quanto vocé ganha

em cada rodada de certo jogo”; vocé pode ganhar 2, OU X> 0/+.. reais
em cada rodada; depois de MUITAS rodadas (digamos N)
quanto vocé ganha POR RODADA?

Resposta: ndo sei, pois o valor é aleatodrio para cada N finito.
Mas se N vai ficando cada vez maior
(Teorema: Lei dos grandes Niimeros)
este valor vai ficando cada vez mais préximo de E(X).



Valor esperado nos exemplos.

1) Bernoulli(p): se X ~ Bernoulli(p), entdo
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2) Uniforme em {1,2,...,N}:  se X ~U({1,2,....N}) entdo
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3) Geométrica(p): se X ~ Geométrica(p)

Px=k)= ()" p | kxt




142
)
ElX) = ZK(/~P) P ,DZ k(i-p)

k=1

Resultado auxiliar:  (orvep d ( X k) = £ zk—// &S

| L
- aorivedea
'Tboﬁ L/ — _\_t_b_ ()ll P ‘I<\ Oj /m ‘(\
7 k< =) g ()= (5 x¥)
“= 1 (k=0)"* PIX o 7
+ N~ /
4 ay
-0 Ll /
de =~ - < fosso mGr 4 &éﬁl@@
em evidgnas ' 7
Agora .
- .
| I ao N . |
A5 ) = ()=
ox g 1)~ I\ =% ) g (1=2
= J-
g/';\,/\,r}gs_ay#ag%

cafgcu{ 0

@ QV\JﬂO Caéz)/&nﬂ‘o PC?/YL A= /‘P 7‘@%0_(

/eX;D =1/

[

L ( (I—P> }“ -P/




4) Binomial(n,p): se X ~Binomial(n,p)
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De forma que, se X ~Binomial(n,p)
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