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Potenciais de Liénard-Wiechert

𝜙 Ԧ𝑟, 𝑡 =
𝑞

4𝜋𝜖0

1

𝑠
𝑟𝑒𝑡

; Ԧ𝐴 Ԧ𝑟, 𝑡 =
𝜇0
4𝜋

Ԧ𝑣𝑞
𝑠

𝑟𝑒𝑡

;

𝑠 = 𝑅 − 𝑅 ∙ Ԧ𝛽; 𝑅 = Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 𝑡′ ; 𝑡𝑟𝑒𝑡
′ = 𝑡 −

𝑅

𝑐
= 𝑡 −

1

𝑐
Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟′ 𝑡𝑟𝑒𝑡

′

Campos

𝐸 Ԧ𝑟, 𝑡 = −∇𝜙 Ԧ𝑟, 𝑡 −
𝜕 Ԧ𝐴 Ԧ𝑟, 𝑡

𝜕𝑡
;

𝐵 Ԧ𝑟, 𝑡 = ∇ × Ԧ𝐴 Ԧ𝑟, 𝑡



Problema: dependência intrínseca dos potenciais em Ԧ𝑟, 𝑡 através de 𝑡𝑟𝑒𝑡
′

∇ → derivadas parciais com relação a 𝑥, 𝑦, 𝑧 mantendo 𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 e não 𝑡𝑟𝑒𝑡
′ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜕

𝜕𝑡
→ derivada parcial com relação a 𝑡 mantendo Ԧ𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 e não Ԧ𝑟′ 𝑡𝑟𝑒𝑡

′ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Solução

• Método do operador diferencial: exprimir Τ𝜕 𝜕𝑡 Ԧ𝑟 e ∇𝑡 em termos de derivadas 
mantendo  Ԧ𝑟 e 𝑡𝑟𝑒𝑡

′ fixos (Thidé 6.5.2.1)

• Método direto: escrever diretamente os potenciais em termos de Ԧ𝑟, 𝑡 (Thidé 6.5.2.2)

Método do operador diferencial

Nota: nas derivações a seguir vamos retirar o índice 𝑟𝑒𝑡 de 𝑡𝑟𝑒𝑡
′ para facilitar a notação

A relação implícita que define o tempo retardado pode ser expressa com duas relações para 
𝑅:

𝑅 = ෍

𝑖

𝑥𝑖 − 𝑥𝑞𝑖 𝑡
′ 2

ൗ1 2

→
𝜕𝑅

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

= −
σ𝑖 𝑥𝑖 − 𝑥𝑞𝑖

𝑑𝑥𝑞𝑖
𝑑𝑡′

𝑅
∴

𝜕𝑅

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

= −
𝑅 ∙ Ԧ𝑣𝑞
𝑅



𝑡′ = 𝑡 −
𝑅

𝑐
→ 𝑅 = 𝑐 𝑡 − 𝑡′ →

𝜕𝑅

𝜕𝑡
Ԧ𝑟

=
𝜕𝑅

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

𝜕𝑡′

𝜕𝑡
Ԧ𝑟

= 𝑐 1 −
𝜕𝑡′

𝜕𝑡
Ԧ𝑟

∴ 𝑐 +
𝜕𝑅

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

𝜕𝑡′

𝜕𝑡
Ԧ𝑟

= 𝑐 →
𝜕𝑡′

𝜕𝑡
Ԧ𝑟

=
1

1 −
𝑅 ∙ Ԧ𝑣𝑞
𝑐𝑅

∴
𝜕𝑡′

𝜕𝑡
Ԧ𝑟

=
𝑅

𝑠

Este último resultado nos permite fazer a transformação de Τ𝜕 𝜕𝑡 para Τ𝜕 𝜕𝑡′:

𝜕

𝜕𝑡
Ԧ𝑟

=
𝜕𝑡′

𝜕𝑡
Ԧ𝑟

𝜕

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

∴
𝜕

𝜕𝑡
Ԧ𝑟

=
𝑅

𝑠

𝜕

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

Vamos agora considerar o operador ∇ 𝑡. Outra vez, partindo da expressão 𝑅 = 𝑐 𝑡 − 𝑡′ ,

∇𝑅 𝑡 =෍

𝑖

Ƹ𝑒𝑖 ቤ
𝜕

𝜕𝑥𝑖 𝑡′
෍

𝑗

𝑥𝑗 − 𝑥𝑞𝑗 𝑡′
2

1
2

+
𝜕𝑅

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

∇𝑡′ 𝑡 = −𝑐 ∇𝑡′ 𝑡

∴ ෍

𝑖,𝑗

Ƹ𝑒𝑖
𝑥𝑗 − 𝑥𝑞𝑗 𝛿𝑖𝑗

𝑅
=
𝑅

𝑅
= − 𝑐 1 −

𝑅 ∙ Ԧ𝛽

𝑅
∇𝑡′ 𝑡 ⟹ ∇𝑡′ 𝑡 = −

𝑅

𝑐𝑠



Este resultado nos permite escrever

∇ 𝑡 = ∇𝑡′ 𝑡

𝜕

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

+ ∇ 𝑡′ ⟹ ∇ 𝑡 = ∇ 𝑡′ −
𝑅

𝑐𝑠

𝜕

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

Gradiente do potencial escalar

∇𝜙 𝑡 =
𝑞

4𝜋𝜖0
∇
1

𝑠
𝑡′
−
𝑅

𝑐𝑠

𝜕

𝜕𝑡′
1

𝑠
Ԧ𝑟

= −
𝑞

4𝜋𝜖0𝑠
2

∇𝑠 𝑡′ −
𝑅

𝑐𝑠

𝜕𝑠

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

__________________________________________________________________________

Exercício: mostre que ∇𝑠 𝑡′ = ∇𝑅 𝑡′ − ∇𝑅 ∙ Ԧ𝛽
𝑡′
= Τ𝑅 𝑅 − Ԧ𝛽

__________________________________________________________________________

𝜕𝑠

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

=
𝜕𝑅

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

−
𝜕

𝜕𝑡′
𝑅 ∙ Ԧ𝛽

Ԧ𝑟

= −
𝑅 ∙ Ԧ𝑣𝑞
𝑅

−
1

𝑐

𝜕

𝜕𝑡′
෍

𝑖

𝑥𝑖 − 𝑥𝑞𝑖 𝑡
′ 𝑣𝑞𝑖

Ԧ𝑟

∴
𝜕𝑠

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

= −
𝑅 ∙ Ԧ𝑣𝑞
𝑅

+
𝑣𝑞
2

𝑐
−
𝑅 ∙ ሶԦ𝑣𝑞
𝑐

; ሶԦ𝑣𝑞 =
𝑑 Ԧ𝑣𝑞
𝑑𝑡′



Derivada temporal do potencial vetor

𝜕 Ԧ𝐴

𝜕𝑡 Ԧ𝑟
=
𝜇0𝑞

4𝜋

𝑅

𝑠

𝜕

𝜕𝑡′
Ԧ𝑣𝑞 𝑡′

𝑠
Ԧ𝑟

=
𝑞

4𝜋𝜖0𝑐
2𝑠3

𝑅𝑠 ሶԦ𝑣𝑞 − 𝑅 Ԧ𝑣𝑞
𝜕𝑠

𝜕𝑡′
Ԧ𝑟

__________________________________________________________________________

Exercício:

a) Utilizando as expressões obtidas para ∇𝑠 𝑡′ e Τ𝜕𝑠 𝜕𝑡′ Ԧ𝑟, substitua ∇𝜙 𝑡 e Τ𝜕 Ԧ𝐴 𝜕𝑡
Ԧ𝑟

na expressão para o campo elétrico e obtenha

𝐸 Ԧ𝑟, 𝑡 =
𝑞

4𝜋𝜖0

1

𝑠3
𝑅 − 𝑅 Ԧ𝛽 1 − 𝛽2

𝑟𝑒𝑡

+
𝑞

4𝜋𝜖0𝑐
2

1

𝑠3
𝑅 × 𝑅 − 𝑅 Ԧ𝛽 × ሶԦ𝑣𝑞

𝑟𝑒𝑡

b) Calculando o rotacional do potencial vetor, mostre que

𝐵 Ԧ𝑟, 𝑡 =
1

𝑐

𝑅

𝑅 𝑟𝑒𝑡
× 𝐸 Ԧ𝑟, 𝑡



Observações

1. Nessas expressões os campos são calculados na posição de observação Ԧ𝑟 e no instante
𝑡. No entanto, todas as grandezas entre colchetes são calculadas no instante retardado,
especificado de forma implícita pela relação 𝑡𝑟𝑒𝑡

′ = 𝑡 − ΤԦ𝑟 − 𝑟′ 𝑡𝑟𝑒𝑡
′ 𝑐.

2. O primeiro termo da expressão para o campo elétrico decai com o inverso do quadrado
da distância 𝑠 ∝ 𝑅 e é denominado campo de indução.

3. O segundo termo da expressão para o campo elétrico decai com inverso da distância e é
denominado campo de radiação.


