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Quando o polindmio caracteristico tem raizes duplas

SRR

tém o mesmo polindmio caracteristico p(A) = A> =2\ +1 (e
portanto os mesmos autovalores), mas n3o tem os mesmos
autovetores! A segunda matriz tem apenas uma direcdo de
autovetores.



Recuperando informacGes com testes
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Se v1 é um autovetor associado ao autovalor A\; = 1 de uma
matriz A e v, é outro autovetor de A, serd que podemos achar a
matriz original A sabendo que
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trajetéria de um sistema

X1 = Axg

Xp =V

Ent3o a solucdo deste sistema é x, = AXv e a sequéncia de vetores
{vi} com v, = AKv dizemos que é a trajetéria que passa por v.
De uma forma geral a teoria dos sistemas dindmicos procura saber
0 que acontece com as trajetérias do sistema.



Sistemas dinamicos e autovalores

No caso linear, o que acontece com as trajetérias depende dos
autovalores da matriz A. Exemplo

|:X 1:| |: :| |:X :|
Yk+1 0 2 Yk
que tem a soluc;ao
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Temos, neste caso, dois autovalores reais, com autovalores
maiores que 1,

como consequéncia, as trajetérias por qualquer ponto fora da
origem se afastardo cada vez mais da origem.

O autovalor 3 é maior do que 2 (em valor absoluto), entdo
dizemos que é um autovalor dominante e as trajetérias se
acumulardo na direcdo do autovetor associado a este
autovalor.

A origem (0,0) é um ponto de equilibrio instavel



Exemplo 2



» Um autovalor é 1 e o outro tem valor absoluto menor que 1.

» Como (0.5)% tende a zero a trajetéria se aproxima de um

equilibrio.

1
> X [0] é um equilibrio para todo xg.



Exemplo 3
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» Dois autovalores com valor absoluto menor que 1
P> A trajetéria se aproxima da origem sempre.

» A origem é um ponto de equilibrio estavel.



Caso de uma matriz diagonalizavel

Vamos supor que uma matriz 2 X 2 seja diagonalizavel com
autovalores A1 e Ao com autovetores associados:

P1 q1
Vi = e Vo =
' [Pz] 2 [qz]

queremos saber como s3o as trajetérias de
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E agora podemos repetir as analises anteriores substituindo os
vetores candnicos e; e ey pelos autovetores vi e vs.



Exemplo

Xer1| |4 1] Xk

Yk+1 2 1| |y
Tem como autovalores 3 e 2 e como autovetores associados
1

1
1 2
direcdo do v; e com fator 2 na direcdo do v, e para k — oo tende
para a direcao de v;

V] = evy = . As trajetérias crescem com fator 3 na



Autovalores complexos

k1| |00 —1] Xk
Yk+1 I 0] [
A matriz deste sistema tem o polindmio caracteristico
p(A\) = A2 + 1 e os autovalores s3o os nimeros complexos =i



Neste caso sabemos que A = [1 0

} é uma matriz de rotacdo de

- L X .
90° Entdo a trajetéria por qualquer ponto [y] tem sé quatro

{PRERRIRES)

pontos



Matriz de rotacao
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é a matriz de rotacdo de um angulo 6 no sentido anti-horario. Os
autovalores desta matriz sdo cos(#) + isin(#). Note que

l0) —sn0]"_ [eolrt) —sin(o)]

Entao
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Exemplo
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Os autovalores de A sdo 3 + 4 e as trajetérias sdo

] = oo s

=5 [Z?ns((g)) _C:srzg)} com 6 = arccos(3/5
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Exemplo

11 -6
A= [15 _7}

A2 =2+3i

tem autovalores
Podemos achar os "autovetores complexos"
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Agora definindo

Q= E ﬂ temos QTAQ = E —23}



