RESOLUCAO LISTA 4
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QUESTAO 1. Seja

Vamos determinar A~!.

=

- -
N
AN AN
o |+
L34
N
[\ I~ T S
~N =
1
o o o —
o O - O
o —H O O
— O O O
o O == -
—
_110
— —
N e
~ o o §

=

N
i
<t ™
+ |
»
N
(A2
~N
o O
o
1)
| <
o 7
o
i

_3
-7
o O

o
~)
» +
N
S
[
S
1
o O O
o O -
— <
A
10JH
o O -
— o
I
AN - O
— O O

EN

<
~
41,2
N
—
f ~
N ™
N
1
o O O
—
o O |
i
o _ <t
— O
—
o O |
—
—
(.
AN - O
— O O

=

=

el el

N

+ +

— N

N

— N

~ =
1
O O HINHIN

—

o O | —|

i — |
(@) _ D~ _
— O AN O
o O O
—
_ _ — O
AN - O O
— o O O

1

AN =N H [N A

AN =N H [N A

NN DA - N

— AN A O

o o o
o o —H O
o —H O O
— o O O
e —

™

~

l_l

—

~

—

~
1

A =N H N A

—A =N H [N A

[ [ I TalEa I S [at I n T [al|

1 20 0|3
010 0|2
00102
000 1]0

{



Portanto,
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QUESTAO 2.
Definicao. Uma matriz n x n que pode ser obtida da matriz identidade [,, de tamanho n xn

executando uma tnica operacao elementar sobre linhas é dita matriz elementar.

Quando uma matriz A é multiplicada & esquerda por uma matriz elementar E, o resultado

é o mesmo o de executar a mesma operacao elementar sobre linhas na matriz A:

Teorema. Se a matriz elementar E resulta de efetuar uma certa operagao sobre linhas em
I,, e se A é uma matriz n X n, entdao o produto FA é a matriz que resulta quando esta mesma,

operacao sobre linhas é efetuada em A.

Vamos efetuar as operagoes elementares sobre linhas na matriz A de modo a obter a matriz
escalonada reduzida R. E, as mesmas operacoes elementares que fizermos em A, vamos fazer

na matriz identidade 1.

1 -2 2 100
A= 2 =2 0|le Ib=]010
-1 21 00 1
1 -2 2 1 -2 2
A= 2 =20 L3 — Lg + L = 2 =20 L3 — %Ld =
-1 21 0 0 3
1 -2 2 1 =20
2 =2 0 L1<—L1—2L3 = 2 =20 Lo+ Ly—2L, =
0 01 0 01
1 -2 0 1 -2 0
0 20| Lo¢3L, = |0 10| Li«Li+2L, =
0 01 0 01
1 00
01 0]|=R
001

Agora, as mesmas operacoes que efetuamos em A para obter R, iremos efetuar em I :

Lg%Lg—i—Ll = E1:
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Sendo assim, pelo Teorema enunciado acima temos que FgFEsE F3E,FE1 A
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v, Matrizes n x n triangulares inferiores, isto é

QUESTAO 3. Sejam A = [a;j], ... e B = [b]
a; = b; =1 e a;; = bj; =0sei < j. Vamos mostrar que AB também ¢ triangular inferior,

isto é,
@11 Q12 aiz - Ay o Qip bin bz biz --- blj o bip
Q21 Q22 Q23 -+ Q25 - Q2 bor bay bag - -- sz < bop
AB = ' ' =
Qi1 Q2 Q3 -0 Qi Gip biv bz big - by oor b
| Gn1 Qn2 Qp3 - QApj - Gpp | [ bnl bn2 Cp3z " b'n,j U bnn ]
Ci1 Ci2 CG3 -+ C5 - Cip
Co1 Co2 Co3 -+ Co5 -+ Cop
Gi1 G2 Gz -+ Cj - Cin
L Cn1 Cn2 Cnp3 -~ Cnj *°° Cpp |

entao ¢; = 1 e ¢;; = 0 para 7 < j.

Sabemos que

Cij = @inb1j + aigbyj + -+ + @inbnj = E Qi

Se 1 = j entao

Como k varia de 1 até n, podemos dividir nos seguintes casos:
(1) quando 1 < k <i— 1 entdo a; € Re by; = 0;
(2) quando k =i entao ay, = a; = 1 € by, = by = 1;
(3) quando i+ 1 < k < n entdo a; =0 e by; € R.

Assim,

n
Ciy = Zkzl ;b =

0
1
bk + % +

pelo item (2)

pelo item (1) pelo item (3)
=1
Logo para todoi=1,--- ,n.
Suponha agora que 7 < j entao,
n

Cij = E ibrj,

k=1



Nos temos que ¢ < 7 e como k varia de 1 até n, podemos dividir nos seguintes casos:
(1) quando 1 < k <i < j entao a; € R e by; = 0;
(2) quando i < k < j entdo a;, = 0 e by; = 0;
(3) quando i < j <k <n entdo a; =0 e by; € R.

Assim, se ¢ < j temos que

n
Cij = D gy Qikbrj =

pelo item (1) pelo item (2) pelo item (3)

= 0

E, portanto, |c;; = 0 para i < j|.

O caso em que ¢ > j nao é necessario ser analisado, pois nao ha exigéncia para os elementos

¢;; quando ¢ > j por definicao, isto &, eles podem assumir quaisquer valores.

E, assim, concluimos que AB é uma matriz triangular inferior, como queriamos.



QUESTAO 4. Seja T : R?* — R? uma transformacao linear tal que
1 2
2 —1
T 0| = el | 1 | =
3 0
-1 3
8

Vamos calcular 7| 3 |. Sabemos que uma transformacao linear 7' : R™ — R" satisfaz as
propriedades:
L T(x+y) = T(x) + T(y), Va,y € R™

2. T(kzx) = kT (z), Vx € R™ e Vk € R.

8
Dessa forma vamos escrever o vetor | 3 | como combinacao linear dos vetores 0 |e
7 -1
2
1 | e usar as propriedades (1.) e (2.) acima.
3
Seja r, s € R escalares tais que
1 2
3 | =r 0 |+s]| 1
7 -1 3
Assim,
8§ =1r+42s
r=2
3=s =
s=3
7T=—r+3s

E, usando as propriedades (1.) e (2.) acima nds obtemos:

8 1 2 2
T3 [=T]2 0 1+3]1 = T12 0 +71|3 =
~— ~—
7 —1 3 (1) -1 3 (2.)



QUESTAO 5. Sabemos que todo vetor no R? é escrito como combinacao linear dos vetores da

L 1 0
base canonica, isto é, se e; = < 0 e ey = ) nods temos que

(1)-+(3)o(8) -msm

Dessa forma se T : R? — R? ¢ uma transformacao linear, nés temos que

T(i):xT<(1)>+yT<?>:xT(el)+yT(eg).
SeT(eﬁ—(Z)eT(eg)—<fl>entéo
z\ a c) [ar+cy ) |a c T
r(0)= () (0)-(22)- [ )

a

. & , . . ~
de modo que a matriz [ b d ¢ a matriz associada a transformacao 7.

Dessa forma, concluimos que para determinarmos a matriz associada a uma transformacao

linear, basta calcularmos a transformacao nos vetores da base canonica.

Vamos encontrar a matriz da transformacao linear 7' : R? — R? que obtemos da seguinte

forma, dado um vetor (z,y) € R%:

1°) projetamos (z,y) na reta r : (0,0) + #(1,1);
2°) o resultado, rotacionamos de 30°.
Note que os 1° e 2° passos sao as seguintes transformacoes lineares, respectivamente

Ty := proj, e Ty :=rotsp,

onde v, = (1,1) é o vetor diretor da reta r. Sendo assim, 17" := Ty o T}, de fato,

Y7 Y7 @ i

(ff,y) *Up
[|vr|[?

Cen (@O 1 (1
e = i = S 00 = 500 = (5:3)

e (01)-(1L1) 1 (11
e = oo = e 40 =500 = (5:5):

Sabemos que proj, ((z,y)) = Uy, assim




Portanto,

n()-1HG)

Para determinarmos a matriz associada a transformacao 75 vamos, novamente, calcular
T2(61> e Tg(eg).

N~ N
N = N

T . ) r cos(6y
Sabemos que um vetor em R? escrito em coordenadas polares é ( (6) ) onde

y 7 sin(6y)
r=||(x,y)|| e Oy & o dngulo que o vetor forma com o eixo x:
A
Propriedades Trigonométricas:
sin(fo) = G2 =
T,y
\( ) cos(bp) = ff{;‘j =7
r =z, y)ll
rsin(6y)
6o | _
rcos(6p)

Além disso, quando rotacionamos um vetor, alteramos somente o angulo, isto é, se rotacio-
/

x x

narmos o vetor por um angulo # obtemos um novo vetor , | com mesma norma
) Y

r, mas ao angulo inicial 6, adicionamos 6, obtendo o novo angulo 6y + 6.

A

k(:lc’, y')

rsin(fy + 0)

O
rcos(fp + 0)

Y
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Sendo assim, lembrando das propriedades do seno e cosseno da soma de dois arcos, temos

que
x x rcos(fy + 0) r(cos(6p) cos(f) — sin(fy) sin(0))
roty = = . = . .
Yy y' rsin(fy + 0) r(sin(6y) cos(f) + sin(f) cos(by))
No nosso caso particular, temos que ||e;|| = ||ez|| = 1 e 0 angulo que e; e es formam com o

eixo = € 0° e 90°, respectivamente. Assim,

oty (e1) = ( 1(cos(0°) cos(6) — sin(0°) sin(6)) ) _ ( cos(0) ) .
1(sin(0°) cos(@) + sin(f) cos(0°)) sin(6)

oty (e2) = 1(cos(90°) cos(f) — sin(90°) sin(h)) - sin(0)
o 1(sin(90°) cos(#) + sin(f) cos(90°)) cos() |

Portanto,

x
Por fim, para determinarmos T', basta calcularmos a composicao T3 o T7. Seja ( > c R?
Y

x BT 1 (=
DG
Produto EE Matrizes
V3—1 V3-1
4 4 z
V3+1 V3+1 <y>
4 4
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