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Solucionário da 3◦ Lista de Exerćıcios



Questão 01.

Por definição,

h00 = −2Φ

c2
=
M

R

2G

c2
.

Aqui, estou usando para constantes G ≈ 6, 7 · 10−11m3kg−1s−2 e c ≈ 3 · 108m/s de forma que

2G

c2
≈ 1, 5 · 10−27m/kg ≈ 1, 5 · 10−28cm/g.

Então temos

(a) M/R ≈ 0, 85 · 10−10g/cm, h00 ≈ 1, 3 · 10−38.

(b) Neste caso (usando g ≈ 10m/s2)

h00 =
2

c2
MG

R
=

2gR

c2
≈ 1, 4 · 109.

(c) M/R ≈ 2, 9 · 1022g/cm, h00 ≈ 4, 4 · 10−6.

(d) M/R ≈ 2 · 1027g/cm, h00 ≈ 3 · 10−1.
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Questão 02.

(a) Considere que em um sistema de coordenadas x′µ, em que S ′ = g′µνD
′µν = g′µνA

′µB′ν . Usando
as regras de transformações vetoriais e tensoriais

g′µνA
′µB′ν =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ

∂x′µ

∂xα
Aα

∂x′ν

∂xβ
Bβ =

∂xα

∂x′µ
∂x′µ

∂xα
∂xβ

∂x′ν
∂x′ν

∂xβ
gαβA

αBβ =

=
∂xα

∂xα
∂xβ

∂xβ
gαβA

αBβ = gαβA
αBβ → gµνA

µBν .

Desta forma, S ′ = S, e conclúımos que S é invariante por mudança de coordenadas.

(b) Temos que
S = gµνD

µν = gµνA
µBν = AµB

µ,

e é direto que
AµB

µ = gµνA
νBµ = AνgµνB

µ = AνBν → S = AµBµ.
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Questão 03.

Do cálculo em múltiplas variáveis, o elemento de volume de um espaço n−dimensional de coordena-
das xα se transforma por uma mudança de coordenadas xα → yα de acordo com

dV = dnx = |J(x→ y)|dny,

onde o termo J multiplicando dny é o determinante jacobiano de xα para yα, isto é

J(x→ y) =
∂(x1, · · · , xn)

∂(y1, · · · , yn)
= det

[
∂xα

∂yβ

]
.

Dada a métrica de um espaço-tempo gxµν para coordenadas xα e gyµν para yα, essas métricas se relacionam
pela lei de transformação tensorial

gyµν =
∂xα

∂yµ
∂xβ

∂yν
gxαβ.

Do ponto de vista matricial, podemos tomar o determinante dessa expressão de forma que

det
(
gyµν
)

= det

(
∂xα

∂yµ

)
det

(
∂xβ

∂yν

)
det
(
gxαβ
)

=

gy = J(x→ y)J(x→ y)gy = J(x→ y)2gx

onde aqui eu defini gx ≡ det
(
gxµν
)

e gy ≡ det
(
gyµν
)
. Então é direto que

J(x→ y) = ±
√
gx

gy
.

Usando então a relação da transformação entre dnx e dny,

dnx =

√
gx

gy
dny =

√
−gx
−gy

dny →
√
−gxdnx =

√
−gydny,

Como o resultado vale para quaisquer transformações de coordenadas, então conclúımos que

dV n ≡
√
−gxdnx é invariante sobre transformações de coordenadas.

Se vale para n arbitrário, vale para n = 4, então o o volume próprio dV 4 é invariante no espaço-tempo.
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Questão 04.

É direto que a métrica do sistema {u, v} é

gµν =

[
−1 0
0 v2

]
, gµν =

[
−1 0
0 1

v2

]
,

isto é, a métrica neste sistema é diagonal e não depende da coordenada u.

(b) Usando o ı́ndice 0 para v e 1 para u.

Γ1
10 = Γ1

01 =
1

v
, Γ1

11 = 0, Γ1
00 = 0,

Γ0
10 = Γ0

01 = 0, Γ0
11 = v, Γ0

00 = 0.

(a) Uma forma direta de verificar se essa métrica corresponde a um espaço-tempo de Minkowski é
verificando para um vetor V µ arbitrário que ∆V µ = 0, onde

∆V µ =
1

2

∮
Rµ

ναβV
ν dxα dyβ .

Num cálculo direto, usando as propriedades de anti-simetria do tensor de Riemman, é posśıvel verificar
que ele é todo nulo, então

∆V µ = 0,

assim conclúımos que essa métrica corresponde a um espaço-tempo de Minkowski. Da regra de trans-
formação entre métricas (lembrando que tanto em coordenadas cartesianas quanto nesse sistema {u, v},
a métrica é diagonal), temos (

∂t

∂v

)2

−
(
∂x

∂v

)2

= 1(
∂x

∂u

)2

−
(
∂t

∂u

)2

= v2
(1)

Usando a relação trigonométrica hiperbólica fundamental, onde, para qualquer η, cosh2 η − sinh2 η = 1,
podemos supor inicialmente que

∂t

∂v
= coshu→ t = v coshu

∂x

∂v
= sinhu→ x = v sinhu,

(2)

essa definição respeita as duas condições impostas a partir da regra de transformação da métrica e são
de fato a transformação procurada.

(c) A lagrangiana de uma part́ıcula livre relativ́ıstica é (c = 1)

L = m
√
−gµνuµuν = m

√(
dv

dτ

)2

− v2
(

du

dτ

)2

. (3)

Para cada xµ, as equações de Euler-Lagrange para o problema são

d

dt

(
∂L

∂ẋµ

)
− ∂L

∂xµ
= 0 (4)
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onde o momento canônico é dado por

pµ =
∂L

∂ẋµ
. (5)

Como u é uma variável ćıclica, vê-se que dpu = 0 e dpv 6= 0
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Questão 05.

(a) Dado um vetor V α nu sistema de coordenadas xµ, temos

DµV
α = ∂µV

α + ΓαµσV
σ. (6)

Se esse vetor é dado por V ′α num sistema yµ, então, pela regra de transformação de vetores contravari-
antes,

V α =
∂xα

∂yβ
V ′β (7)

e usamos a definição

Γabc =
∂xa

∂zd
∂2zd

∂xb∂xc
. (8)

onde zµ são as coordenadas do referencial local. Teremos

∂µV
α =

∂yν

∂xµ
∂

∂yν

(
∂xα

∂yβ
V ′β
)

=
∂yν

∂xµ
∂2xα

∂yν∂yβ
V ′β +

∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ
∂V ′β

∂yν
=
∂yν

∂xµ
∂2xα

∂yν∂yβ
V ′β +

∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ
∂V ′β

∂yν
=

=
∂2xα

∂xµ∂yβ
V ′β +

∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ
∂V ′β

∂yν
=

∂2xα

∂yβ∂xµ
V ′β +

∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ
∂V ′β

∂yν
=

∂

∂yβ

(
∂xα

∂xµ

)
+
∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ
∂V ′β

∂yν
=

=
∂

∂yβ
(
δαµ
)

+
∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ
∂V ′β

∂yν
=
∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ
∂V ′β

∂yν

Teremos para o śımbolo de Christofel

Γαµσ =
∂xα

∂zλ
∂2zλ

∂xµ∂xσ
=
∂yξ

∂zλ
∂xα

∂yξ
∂

∂xµ

(
∂zλ

∂xσ

)
=
∂yξ

∂zλ
∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
∂

∂yκ

(
∂zλ

∂yε
∂yε

∂xσ

)
=

=
∂yξ

∂zλ
∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ

(
∂2zλ

∂yκ∂yε
∂yε

∂xσ
+
∂zλ

∂yε
∂2yε

∂yκ∂xσ

)
=
∂yξ

∂zλ
∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
∂2zλ

∂yκ∂yε
∂yε

∂xσ
+
∂zλ

∂yε
∂yξ

∂zλ
∂xα

∂yξ
∂2yε

∂xµ∂xσ

=
∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
∂yε

∂xσ
Γ′ξκε + δξε

∂xα

∂yξ
∂2yε

∂xµ∂xσ
=
∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
∂yε

∂xσ
Γ′ξκε +

∂xα

∂yξ
∂2yξ

∂xµ∂xσ

Dessa forma

ΓαµσV
σ =

(
∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
∂yε

∂xσ
Γ′ξκε +

∂xα

∂yξ
∂2yξ

∂xµ∂xσ

)(
∂xσ

∂yβ
V ′β
)

=
∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
∂yε

∂xσ
∂xσ

∂yβ
Γ′ξκεV

′β +
∂xα

∂yξ
∂xσ

∂yβ
∂2yξ

∂xσ∂xµ
V ′β =

=
∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
δεβΓ′ξκεV

′β +
∂xα

∂yξ
∂xσ

∂yβ
∂2yξ

∂xσ∂xµ
V ′β =

∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
Γ′ξκεV

′ε +
∂xα

∂yξ
∂2yξ

∂yβ∂xµ
V ′β =

=
∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
Γ′ξκεV

′ε +
∂xα

∂yξ
∂2yξ

∂xµ∂yβ
V ′β =

∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
Γ′ξκεV

′ε +
∂xα

∂yξ
∂

∂xµ

(
∂yξ

∂yβ

)
V ′β =

=
∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
Γ′ξκεV

′ε +
∂xα

∂yξ
∂

∂xµ

(
δξβ

)
V ′β =

∂xα

∂yξ
∂yκ

∂xµ
Γ′ξκεV

′ε.

Dessa forma, renomeando ı́ndices κ→ α e ξ → β temos

ΓαµσV
σ =

∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ
Γ′βνεV

′ε (9)

Assim

DµV
α =

∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ
∂V ′β

∂yν
+
∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ
Γ′βνεV

′ε =
∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ

(
∂V ′β

∂yν
+ Γ′βνεV

′ε
)

=
∂yν

∂xµ
∂xα

∂yβ
D′νV

′β (10)

7



onde um outro sistema de coordenadas yµ

D′µV
′α = ∂′µV

′α + Γ′αµσV
′σ. (11)

(b) É direto que

Dµ(δαβ ) = ∂µ(δαβ ) + δνβΓαµν − δαν Γνµβ = Γαµβ − Γαµβ = 0. (12)

(c) É direto que

0 = Dµ(δαν ) = Dµ(gαβgβν) = Dµ(gαβ)gβν + gαβDµ(gβν) = Dµ(gαβ)gβν (13)

Como em geral gβν 6= 0, então conclui-se

Dµ(gαβ) = 0. (14)
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Questão 06.

(a) Dado do exerćıcio é 20, 2km. Usando o raio da terra como ≈ 6, 5 · 103km e a massa da Terra
como ≈ 6 · 1024kg, obtemos

t2
t1

=

√
g00(r2)

g00(r1)
=

√
1 +Gm/c2r2
1−Gm/c2r1

≈ 1− Gm

c2

(
1

R1

− 1

R2

)
→ ∆t

t1
=
Gm

c2

(
1

R1

− 1

R2

)
≈ 6, 2 · 10−10.

Então, em t1 = 1 ano, o atraso é de aproximadamente ∆t = t2 − t1 = 19, 029ms.

(b) c∆t ≈ 5700km ao ano.
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Questão 07.

(a) Temos o segunite

Rµναβ = gσµR
σ
ναβ = gσµ

(
∂αΓσβν − ∂βΓσαν + ΓσαλΓ

λ
βν − ΓσβλΓ

λ
αν

)
.

onde

Γabc =
gad

2
(∂bgcd + ∂cgbd − ∂dgbc) (15)

Para os primeiros dois termos, (usando gµαgαν = δµν ) temos

gσµ∂αΓσβν = ∂α(gσµΓσβν)− Γσβν∂αgσµ =
1

2
∂α(∂βgµν + ∂νgµβ − ∂µgβν)− Γσβν∂αgσµ (16)

e analogamente

gσµ∂βΓσαν =
1

2
∂β(∂αgµν + ∂µgαν − ∂νgµα)− Γσαν∂βgσµ (17)

Para os outros dois termos, usando a mesma propriedade da métrica acima, temos

gσµΓσαλΓ
λ
βν =

1

2
(∂αgµλ + ∂µgαλ − ∂λgµα)Γλβν (18)

e

gσµΓσβλΓ
λ
αν =

1

2
(∂βgµλ + ∂λgβλ − ∂λgµβ)Γλαν (19)

Usando essas definições, e reorganizando os termos, é direto que (usando propriedade de troca de ı́ndice
livre de σ → λ)

Rµναβ = +
1

2
∂α(��

��*
0

∂βgµν + ∂νgµβ − ∂µgβν)−����
��:

1
2
Γσβν∂αgσµ

Γσβν∂αgσµ+

− 1

2
∂β(
��

��*
0

∂αgµν + ∂νgµα − ∂µgαν) +���
���:
−1

2
Γσαν∂βgσµ

Γσαν∂βgσµ+

+
1

2
(
�
��
�*0

∂αgµλ + ∂µgαλ − ∂λgµα)Γλβν

− 1

2
(
�
��
�*0

∂βgµλ + ∂µgβλ − ∂λgµβ)Γλαν =

=
1

2
(gαν,µβ − gαµ,νβ + gµβ,αν − gνβ,αµ) +

− 1

2
(∂αgλµ − ∂µgαλ + ∂λgµα)Γλβν +

1

2
(∂βgλµ − ∂µgβλ + ∂λgµβ)Γλαν =

= gσλ

(
gσε

2
(∂βgµε + ∂µgβε − ∂εgβµ)Γλαν −

gσε

2
(∂αgνε + ∂νgαε − ∂εgαν)Γλβν

)
+

+
1

2
(gαν,µβ − gαµ,νβ + gµβ,αν − gνβ,αµ) =

= gσλ
(
ΓλβµΓλαν − ΓλαµΓλβν

)
+

1

2
(gαν,µβ − gαµ,νβ + gµβ,αν − gνβ,αµ)

(b) É direto que

Rµναβ = gσλ
(
ΓλβµΓλαν − ΓλαµΓλβν

)
+

1

2
(gαν,µβ − gαµ,νβ + gµβ,αν − gνβ,αµ) =

= −gσλ
(
ΓλαµΓλβν − ΓλβµΓλαν

)
− 1

2
(gαµ,νβ − gαν,µβ + gνβ,αµ − gµβ,αν) = −Rµνβα,
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e

Rµναβ = gσλ
(
ΓλβµΓλαν − ΓλαµΓλβν

)
+

1

2
(gαν,µβ − gαµ,νβ + gµβ,αν − gνβ,αµ) =

= −gσλ
(
ΓλβνΓ

λ
αµ − ΓλανΓ

λ
βµ

)
− 1

2
(gαµ,νβ − gαν,µβ + gνβ,αµ − gµβ,αν) = −Rνµαβ.

(c) A partir das propriedades de simetria do śımbolo Christoffel, da métrica e da ordem de derivadas

Rµναβ = gσλ
(
ΓλβµΓλαν − ΓλαµΓλβν

)
+

1

2
(gαν,µβ − gαµ,νβ + gµβ,αν − gνβ,αµ) =

= gσλ
(
ΓλναΓλµβ − ΓλνβΓλµα

)
+

1

2
(gβµ,να − gβν,µα + gνα,βµ − gµα,βν) = Rαβµν .

(d) Temos, também usando propriedades do Śımbolo de Christoffel, da métrica e das derivadas

Rµναβ +Rµβνα +Rµαβν = gσλ

(
��

��ΓλβµΓλαν −��
��ΓλαµΓλβν

)
+

1

2
(����gαν,µβ −����gαµ,νβ +����gµβ,αν −����gνβ,αµ) +

+ gσλ

(
��

��ΓλαµΓλνβ −��
��ΓλνµΓλαβ

)
+

1

2
(����gνβ,µα −����gνµ,βα +����gµα,νβ −����gβα,νµ) +

+ gσλ

(
��

��ΓλνµΓλβα −��
��ΓλβµΓλνα

)
+

1

2
(����gβα,µν −����gβµ,αν +����gµν,βα −����gαν,βµ) = 0

(e) Essas propriedades de simetria e anti-simetria do tensor de Riemman fornecem v́ınculos que nos
permitem calcular o número de componentes livres do tensor. Se a dimensão de um espaço é d, a
prinćıpio o número de componentes de Rµναβ é d4.

(1) Rµναβ = −Rµνβα = −Rνµαβ: Essa condição implica que apenas
(
d
2

)2
são não nulas.

(2) Rµναβ = Rαβµν : Essa condição implica que eu tenho v́ınculo sobre
(
k
2

)
onde k =

(
d
2

)
.

(3) Rµναβ +Rµβνα+Rµαβν = 0: Essa condição implica que eu tenho
(
d
2

)
componente não independente.

Dessa forma, o número total de componentes livres são(
d

2

)2

−
(
k

2

)
−
(
d

4

)
=
d2(d2 − 1)

12
(20)

Para d = 4, o número de componentes independentes são 20.
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Questão 08.

(a) O tensor de Riemman depende da segunda derivada da métrica que, por conta da curvatura, é
em geral, não nula. Caso o tensor de Riemman fosse nulo numa região localmente inercial do espaço-
tempo, ele seria nulo em todo espaço.

(b) Numa região local do espaço-tempo, os śımbolos de Christoffel somem, mas as suas derivadas
não, então é posśıvel mostrar a identidade.
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