4300337 - Introdugao a Relatividade

Solucionario da 3° Lista de Exercicios




Questao 01.

Por definicao,

L 20 MG
0T e TR e
Aqui, estou usando para constantes G =~ 6,7 - 10""m3kg1s72 e c ~ 3 - 108m/s de forma que

2G
— ~1,5-10%"m/kg~1,5-10"*%cm/qg.
C

Entao temos
(a) M/R~0,85-10"%g/cm, ho ~ 1,3 - 10735,
(b) Neste caso (usando g ~ 10m/s?)
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ST 2T 14100,
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(c) M/R=2,9-10%g/cm, hgy ~ 4,4 -107°.
(d) M/R=~2-10*g/cm, hoy ~ 3-1071,



Questao 02.

(a) Considere que em um sistema de coordenadas z'*, em que S’ = g, D" = g, A"B". Usando
as regras de transformacoes vetoriais e tensoriais
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Desta forma, S’ = S, e concluimos que S é invariante por mudanca de coordenadas.

(b) Temos que
S = g D" =g, A"B" = A,B",

e é direto que
A,B" =g, A"B" = A, B" = A"B, - S = A"DB,,.



Questao 03.

Do célculo em multiplas variaveis, o elemento de volume de um espaco n—dimensional de coordena-
das z“ se transforma por uma mudanca de coordenadas z“ — y“ de acordo com

dV =d"z = |J(x — y)|d"y,
onde o termo J multiplicando d"y é o determinante jacobiano de x® para y®, isto é
A(xt, -+ ™) 895"‘]
oy's-,y") oy? |
Dada a métrica de um espago-tempo g;;, para coordenadas z e g, para y“, essas métricas se relacionam
pela lei de transformacao tensorial

J(x—y) = :det{

, 0z 02 |
pw = Oy Oy Gap-

Do ponto de vista matricial, podemos tomar o determinante dessa expressao de forma que

el B
det (gzu) = det (g_zu) det (g—;) det (gf’;ﬁ) =

¢V =J(x = y)J(z = y)g’ = J(x = y)’g"

onde aqui eu defini ¢g* = det (gﬁy) e g¥ = det (ggy). Entao ¢ direto que

J(xz—y) ==+ prt

Usando entao a relagao da transformagao entre d"x e d"y,

'z =[Sy = | [ZLdy = V=gda = =gidy,
9 -9

Como o resultado vale para quaisquer transformagoes de coordenadas, entao concluimos que

dV, = +/—g*d"z é invariante sobre transformacoes de coordenadas.

Se vale para n arbitrario, vale para n = 4, entao o o volume proprio dV4 é invariante no espago-tempo.



Questao 04.

E direto que a métrica do sistema {u, v} é

-1 0 -1 0
Guv = 0 UQ ) v = 0 % )

isto é, a métrica neste sistema ¢é diagonal e nao depende da coordenada wu.

(b) Usando o indice 0 para v e 1 para u.

, I, =0, Iy, =0,

0o _ 0 _
) I}, =, I'g = 0.

(a) Uma forma direta de verificar se essa métrica corresponde a um espago-tempo de Minkowski é
verificando para um vetor V# arbitrario que AV* = 0, onde
1

Num calculo direto, usando as propriedades de anti-simetria do tensor de Riemman, é possivel verificar
que ele é todo nulo, entao

AVH =0,

assim concluimos que essa métrica corresponde a um espago-tempo de Minkowski. Da regra de trans-
formagao entre métricas (lembrando que tanto em coordenadas cartesianas quanto nesse sistema {u, v},

a métrica é diagonal), temos
ot (or\'
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Usando a relacao trigonométrica hiperbélica fundamental, onde, para qualquer 7, cosh? n — sinh®n = 1,
podemos supor inicialmente que

(1)

ot
— =coshu — ¢t =wvcoshu
ov
(2)
ox ) )
— =sinhu — x = vsinhu,
ov

essa definicao respeita as duas condi¢oes impostas a partir da regra de transformacao da métrica e sao
de fato a transformacao procurada.

(c) A lagrangiana de uma particula livre relativistica é (¢ = 1)

Para cada x*, as equacgoes de Euler-Lagrange para o problema sao

d /0L oL
a(%) ~ o 0 )




onde o momento canonico é dado por

s
Ozt
Como u é uma variavel ciclica, vé-se que dp, =0 e dp, # 0



Questao 05.

(a) Dado um vetor V¢ nu sistema de coordenadas z*, temos

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

B _

DV*=09,V*+T,, V.
Se esse vetor é dado por V’® num sistema y*, entao, pela regra de transformacao de vetores contravari-
antes,
ox®
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e usamos a definicao
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onde z* sao as coordenadas do referencial local. Teremos
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onde um outro sistema de coordenadas y*

DLV = g,V 4 Ty,

(b) E direto que

Dyu(05) = 0u(05) + 05T, — 05T = Ts — T = 0.

(c) E direto que

0= D,(67) = D9 g80) = Du(9°) 980 + 9™ Dyu(gv) = Do(9*") g0
Como em geral gg, # 0, entao conclui-se

Du(gab)) =0.




Questao 06.

(a) Dado do exercicio é 20,2km. Usando o raio da terra como ~ 6,5 - 10°km e a massa da Terra
como ~ 6 - 10**kg, obtemos

b goo(r2)  [14+Gm/c*ry Nl_G_m 11
tr \goo(r1)  \/1—=Gm/cir; 2 \Ri Ry
At Gm [ 1 1

—=— |5 -5 )=62-107"

tl 62 <R1 RQ) ’

Entao, em t; = 1 ano, o atraso é de aproximadamente At = t5 — t; = 19, 029ms.

(b) cAt ~ 5700km ao ano.



Questao 07.

(a) Temos o segunite

Riuvap = 9oy R’ yas = Gou (0a', — 05T, + re.rs, — rgArgy) .

&7

onde
ad
a

be = 97 (Ob9cd + OcGbd — Oagee)

Para os primeiros dois termos, (usando g#“g,, = 0*) temos

1
gauaargu = 804(90# gu) - Fguaocgau - 5811(85_9“” + 81’9#5 - aﬂgﬁV) B Fgl’aaga“
e analogamente
1
9ou01l', = égﬁ(aagw + Oufov = Ogua) — 10, 0890u

Para os outros dois termos, usando a mesma propriedade da métrica acima, temos

1
gaquAFZ\au = E(aagu)\ + a,ugoz)\ - a)\gMOC)FAV

. 1
9ol 5ATo, = 5(089ux + Orgor — Orgus) T,

(18)

(19)

Usando essas definigoes, e reorganizando os termos, é direto que (usando propriedade de troca de indice

livre de 0 — \)

1o
. 0 375, 0a gou
Ruvap =+ §aa(a G T OuGus — Ougpy) — L e
110
1 0 o _§Far/aﬁggﬂ
— 50507+ Do — Do) + Lo
1 0
+ 5(//’/_’_ augo&\ - a)\g,ua)r)\l/
1 0 A
— 5(8 1) + a#gﬁ)\ - a)\g,uﬂ)rav =
1
2 G G+ s Ssn)
1 1
B 5(8(19)\# - augaA + a/\gua)rgu + 5(85.9)\# - augfﬂ + akgltﬁ)rév -
goe goe
= Jox ( 2 (aﬂglte + 8#956 - 8695H>F2V o 7(8019116 + 61/90(5 - 8egal/)r)\y> -
1

+ 5 (gal/"uﬁ - ga,u‘:”ﬁ + g/J,IB,CEl/ - gzxﬁ,a,u> =

1
A A A A
= Gox (Fﬁurow - Faurﬁu) + b (gow,uﬁ ~ JapwB T Gupav — gl/b’,cw)

(b) E direto que

1
A A A A
Ruuaﬁ = GJox (]‘—‘/BMFQ]/ - Faurﬁu) + 5 (gau7u,6’ - gau,uﬁ + guﬁ,au - gl/ﬁ,au) -

1
= —gox (2,15, — T3.I0,) — B (a8 = Gawpp + Gugop — Gusar) = —Ruvpas
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1
A A A A
Rw/aﬁ = GJox (Fﬁura;j - Faurﬁy) + 5 (gau,ub’ - ga/j,,l/ﬁ + guﬁ,au - gl/ﬁ,au) ==

1
= o0 (DA%~ TATR,) = 2 (s — G + s~ Guson) = ~ P

(c) A partir das propriedades de simetria do simbolo Christoffel, da métrica e da ordem de derivadas

1
Ruvas = o (D0 — TOTR) 3 (G Sl + G — ) =

1
= gox (T0alps = Toslha) + 3 (98uwva — Ysvua + Guasy — Gua,pr) = Raguv-

(d) Temos, também usando propriedades do Simbolo de Christoffel, da métrica e das derivadas

1
R/J,Vaﬁ + Ruﬁya + R#af)’y = Joi %_W + 5 Q""/_M—i_//‘//_/’/) +
1
T Gox %—W t 5 (@ = G+ Gy = L) +
1
+ 9o (Db = Do) + 5 (o = ot = ) = 0

(e) Essas propriedades de simetria e anti-simetria do tensor de Riemman fornecem vinculos que nos
permitem calcular o niimero de componentes livres do tensor. Se a dimensao de um espago ¢ d, a
principio o nimero de componentes de R,,,q5 é d*.

(1) Rvap = —Ruvpa = —Ruuap: Essa condigao implica que apenas (3)2 sao nao nulas.
(2) R,v03 = Rapu: Essa condicao implica que eu tenho vinculo sobre (’;) onde k = (;l) )
(3) Ruvap+ Rupva+ Ruapy = 0: Essa condigao implica que eu tenho (g) componente nao independente.

Dessa forma, o niimero total de componentes livres sao

-0-()-

Para d = 4, o nimero de componentes independentes sao 20.
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Questao 08.
(a) O tensor de Riemman depende da segunda derivada da métrica que, por conta da curvatura, é
em geral, nao nula. Caso o tensor de Riemman fosse nulo numa regiao localmente inercial do espago-

tempo, ele seria nulo em todo espago.

(b) Numa regiao local do espago-tempo, os simbolos de Christoffel somem, mas as suas derivadas
nao, entao é possivel mostrar a identidade.
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