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1. (1,5) Considere o diagrama de Dynkin de SO(5) dado na figura abaixo

terça-feira, 25 de outubro de 2011

(a) Calcule a matriz de Cartan.

(b) Calcule o sistema de ráızes.

(c) Calcule as relações de comutação.

(d) Mostre como fazer uma escolha consistente dos cociclos ε (α , β).

2. (1,5) O diagrama de ráızes da álgebra de Lie G2 está mostrado na figura abaixo. Como
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Figure 2.8: The root diagram and Fundamental Weyl Chamber of G2

a and b). These integers can be encoded in a diagram called Dynkin diagram
which is constructed in the following way:

1. Draw r points, each corresponding to one of the r simple roots of the
algebra (r is the rank of the algebra).

2. Join the point a to the point b by KabKba lines. Remember that the
number of lines can be 0, 1, 2 or 3.

3. If the number of lines joining the points a and b exceeds 1 put an arrow
on the lines directed towards the one whose corresponding simple root
has a shorter lenght than the other.

When KabKba = 2 or 3 the corresponding simple roots, ↵a and ↵b , have
di↵erent lenghts. In order to see this, remember that Kab or Kba is equal to
�1. Taking Kab = �1, we have Kba = �KabKba = �2 or �3. But

↵2
a

↵2
b

=
Kab

Kba

=
1

KabKba

(2.180)

and consenquently ↵2
b � ↵2

a. So the number of lines joining two points in a
Dynkin diagram gives the ratio of the squared lenghts of the corresponding
simple roots.

Example 2.16 The Cartan matrix of the algebra of SO(3) or SU(2) is simply
K = 2. It has only one simple root and therefore its Dynkin diagram is just a

sabemos a cada peso dominante λ corresponde uma representação irredut́ıvel com peso

máximo λ = n1 λ1 +n2 λ2, onde na são inteiros não negativos e λa, a = 1, 2, são os pesos

fundamentais. Utilizando a fórmula da dimensionalidade de Weyl calcule as dimensões

de todas as representações irredut́ıveis de G2 em termos dos inteiros na, a = 1, 2. Calcule

o valor numérico das dimensões das cinco representações de dimensões mais baixas.
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3. (1,5) Construa um tensor totalmente simétrico de rank 3, invariante pela representação

adjunta do grupo SU(3). A partir deste tensor construa um operador de Casimir de

ordem 3 para o grupo de Lie SU(3). Escreva este operador de Casimir em termos dos

operadores do geradores da álgebra de Lie de SU(3), em um base de sua escolha, e em

uma representação qualquer D (T ). Calcule este operador de Casimir nas representações

tripleto e anti-tripleto de SU(3), cujos pesos máximos são λ1 e λ2 respectivamente.

4. (1,5) O diagrama de ráızes da álgebra de Lie SU(3), assim como seus pesos fundamen-

tais, estão mostrado na figura abaixo. Considere a representação irredut́ıvel de SU(3)112 CHAPTER 3. REPRESENTATION THEORY OF LIE ALGEBRAS
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Figure 3.1: The fundamental weights of A2 (SU(3) or SL(3))

In example 2.10 we have seen that the simple roots of SU(3) are given by

↵1 = (1, 0) and ↵2 =
⇣
�1/2,

p
3/2

⌘
. Therefore

�1 =

 
1

2
,

p
3

6

!
�2 =

 
0,

p
3

3

!
(3.24)

The vectors representing the fundamental weights are given in figure 3.1.

The root lattice, ⇤r , generated by the simple roots ↵1 and ↵2, corresponds
to the points on the intersection of lines shown in the figure 3.2. The weight
lattice, generated by the fundamental weights �1 and �2 , are all points of ⇤r

plus the centroid of the triangles, shown by circles and plus signs on the figure
3.2.

The points of the weight lattice can be obtained from the origin, �1 and �2

by adding to them all points of the root lattice. Therefore the coset space ⇤/⇤r

has three points which can be represented by 0, �1 and �2. Since �1 + �2 =
↵1 + ↵2 and 3�1 = 2↵1 + ↵2 lie in the same coset as 0, we see that ⇤/⇤r has
the structure of the cyclic group ZZ3 which is the center of SU(3).

3.3 The highest weight state

In a irreducible representation one can obtain all states of the representation
by starting with a given state and applying sequences of step operators on it.
If that was not possible the representation would have an invariant subspace
and therefore would not be irreducible.

cujo peso máximo é λ = 2λ1.

(a) Calcule a dimensão desta representação.

(b) Calcule os pesos desta representação e suas multiplicidades.

(c) Construa a representação matricial correspondente para os geradores de SU(3) na

base de Chevalley.

5. (1,0) Considere dois conjuntos A e B de vetores em um espaço Euclideano de dimensão

3, dados por

A = {±~ei , ± (~ei + ~ej) , i 6= j ; i, j = 1, 2, 3} (12 vetores)

B = {±~ei , ± (~ei − ~ej) , ± (~ei + ~ej) , i 6= j ; i, j = 1, 2, 3} (18 vetores)

onde ~ei, i = 1, 2, 3, constitui um conjunto de 3 vetores unitários e ortogonais entre si,

i.e. ~ei · ~ej = δij.

(a) Verifique se cada um destes conjuntos de vetores pode constituir um conjunto de

ráızes de uma álgebra de Lie. Justifique sua resposta.

(b) No(s) caso(s) afirmativo(s) determine um conjunto de ráızes simples, construa a

matriz de Cartan e desenhe o diagrama de Dynkin.
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6. (1,5) Utilizando a figura do exerćıcio 2, que mostra o diagrama de ráızes de G2, mostre

como a representação adjunta de G2 se decompõe em representações irredut́ıveis da sub-

álgebra SU(2)⊗U(1) de G2, onde SU(2) está associada à ráız simples curta α1, e cujos

geradores são 2T3 ≡ 2α1·H
α2
1

, T± ≡ E±α1 , e o gerador de U(1) é U = 2α6·H
α2
6

.

7. (1,5) Ao fazermos o produto tensorial de duas representações irredut́ıveis D e D′ de

um grupo de Lie G, obtemos uma representação D⊗ ≡ D ⊗ D′ que em geral não é

irredut́ıvel. Faça a decomposição das seguintes representações D⊗ em termos de repre-

sentações irredut́ıveis do mesmo grupo

(a) D⊗ = 3⊗ 3, onde 3 é a representação tripleto (adjunta) de SU(2).

(b) D⊗ = 3⊗3, onde 3 é a representação tripleto de SU(3), com peso máximo λ1 (veja

diagrama do exerćıcio 4).

(c) D⊗ = 3̄⊗ 3̄, onde 3̄ é a representação anti-tripleto de SU(3), com peso máximo λ2

(veja diagrama do exerćıcio 4).

(d) D⊗ = 3⊗ 3̄, onde 3 e 3̄ são as representações tripleto e anti-tripleto de SU(3), cujos

pesos máximos são λ1 e λ2 respectivamente (veja diagrama do exerćıcio 4).

3


