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Proposta de Trabalho

Implementar um modelo matemético epidemiolégico para o estudo e previsao do comportamento
de uma determinada epidemia utilizando o MATLAB. Para este fim, segue abaixo uma descricao
do conhecido modelo SIR, um dos primeiros modelos matematicos propostos e também um dos
mais usados na modelagem da dinamica de epidemias. Este modelo deve ser usado como ponto de
partida para a execuc¢ao do projeto.

1 Introducao

Uma hipétese fundamental de muitos modelos mateméaticos aplicados ao estudo da evolucao de
epidemias é que a populacao pode ser divivida em um conjunto de agrupamentos distintos, cada
um deles denominado compartimento. Por esta razao, estes modelos baseados em compartimentos
ficaram popularmente conhecidos na area de epidemiologia como modelos compartimentais. Con-
forme se verd adiante, poderemos estabelecer uma analogia com a conhecida visdo sistémica, muito
comum em diversas dreas da engenharia contemporanea. No contexto da Engenharia Mecatronica,
a visao sistémica é de fundamental importancia na modelagem, controle, projeto e otimizagao de
sistemas mecatronicos, como é o caso de robos e manipuladores, dentre outras aplicagoes da &area.
A visdo sistémica considera que um determinado fenémeno fisico possa ser estudado a partir de
relagoes de entrada e saida, sendo as entradas os agentes que atuam no sistema (forgas em sistemas
mecanicos, por exemplo) e as saidas as respostas do sistemas as entradas aplicadas (movimentos
decorrentes da aplicagao de forgas, por exemplo). Na Figura 1 é exibida uma conceituagao da visao
sistémica, que pode ser aplicada a muitos problemas de modelagem, nao se limitando apenas aos
problemas de engenharia.
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Figura 1: Visao sistémica de modelagem: (a) Problema geral ; (b) Diagrama de blocos para um
sistema com uma entrada e uma saida
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Como pode-se notar, a Figura la mostra o sistema, suas entradas (causas) e suas saidas (efei-
tos). A designagao sistema possui uma interpretagdo bastante ampla. No contexto da engenharia,
um sistema pode entendido como um conjunto de componentes interligados e destinados, de forma
geral, a transformar energia. Exemplos cldssicos incluem mas nao se limitam a: (a) uma suspensao
de um automoével; (b) a asa de uma aeronave; (¢) um servo-motor de atuacdo de um sistema me-
catronico. Em outros casos, o sistema pode ser o conjunto total (a aeronave) e nao apenas algum
sub-conjunto. Sistemas que possuem esta natureza, quer formados pelo todo ou pelas partes pos-
suem uma fronteira fisica, geralmente delimitada pelas caracteristicas geométricas do sistema. Em
outros casos, a fronteira do sistema nao necessariamente é um ente fisico, palpavel do ponto de vista
geométrico. Eo caso, por exemplo, daqueles modelos matematicos que buscam estudar o compor-
tamento do mercado financeiro, ou mesmo de epidemias, onde claramente nao existe um sistema
fisico, palpavel a luz de suas caracteristicas geométricas, mas apresentando uma fenomenologia
plenamente possivel de ser modelada através da visao sistémica ESS (Entradas-Sistema-Saidas).
E, para estes sistemas aparentemente ”invisiveis”é plenamente possivel estabelecer-se um sistema
de equacOes que procure revelar e até mesmo prever seu comportamento dinamico.

Para completar a conceituacao da visao sistémica, é comum a utilizacao dos chamados diagra-
mas de blocos, como mostrado na Figura 1b, a qual mostra a versao mais simples de um modelo
dinamico, possuindo uma tnica entrada, uma tnica saida e sendo representado por um tinico bloco,
no interior do qual existe uma fungao ou uma equagao (no caso mais geral uma transformagao)
que opera a entrada (ou se preferirem opera sobre a entrada), fornecendo entao a saida ou resposta
do sistema. Como se observa, dentro de cada bloco existe uma equagao ou funcao, de natureza
algébrica ou diferencial que representa o sistema fisico em estudo. A obtencao da equagao ou funcao
que descreve um determinado sistema depende da adocao de hipdteses simplificadoras e, a partir
delas aplicam-se as leis fisicas pertinentes, obtendo-se assim as fungoes ou equagoes que descrevem o
sistema. Vale observar que, dependendo da complexidade do fenomeno fisico em estudo, a obtencao
de um modelo matematico depende dentre outras, de observagoes empiricas das variaveis que virao
a compor tal modelo. Ainda mais, fica claro que podem existir diferentes visdes do mesmo problema
ou seja, para um mesmo problema pode existir mais de um modelo matematico que o descreva.
E por esta razao que sempre dizemos que: "Para um problema fisico nunca existe o modelo mas
sim os modelos”. Outra forma de expressar a idéia seria: ”Todos os modelos matemdticos estao
errados, mas alguns sao uteis !”.

Em linhas gerais, esta introducao buscou entao dar uma nog¢dao, mesmo que introdutéria ao
imporante conceito da visao sistémica, que no transcorrer do curso de Engenharia Mecatronica
certamente sera aprofundada em outras disciplinas da area de Dinamica de Sistemas. Vamos agora
descrever o problema proposto para o presente projeto.

2 Descricao do Problema

Como é de conhecimento de todos, a humanidade passa por um momento muito delicado e de forte
apreensao e incertezas. Nao obstante, o momento atual também se coloca como uma oportuni-
dade extraordindria para o apredizado. Neste contexto, o presente projeto propoe aos estudantes
da disciplina SEM0530-Problemas de Engenharia Mecatronica Il o desafio de estudar um modelo
epidemiolégico aplicado a disseminagao do SARS-COV-2, causador da COVID-19. Espera-se que,
com a execucao do projeto, o estudante nao apenas adquira conhecimentos adicionais sobre pro-
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gramagcao mas também possa aprender conceitos relacionados a modelagem de sistemas dinamicos
que poderao servir para aplicac¢oes em outras dreas do conhecimento.

Uma hipétese simplificadora fundamental da maioria dos chamados modelos epidemiolégicos
compartimentais, os quais se encaixam perfeitamente bem na visdo sistémica recém discutida, é
que a populacao de individuos pode ser dividida em um conjunto de compartimentos, doravante
denominados sub-sistemas. Esses sub-sistemas sao definidos em relagao ao status da doenca, ou
também em relacao aos diferentes estdgios que a epidemia pode assumir. O modelo mais simples,
inicialmente descrito por Kermack e McKendrick em 1927, consiste em dividir a populacao em trés
sub-sistemas: Susceptiveis (S), Infectados (I) e Recuperados (R), de forma que:

e Suceptiveis: Individuos que nunca foram infectados pelo virus em estudo, e sao capazes de
contrai-lo. Uma vez contraido, estes individuos passam a pertencer ao segundo sub-sistema,
o de Infectados.

e Infectados: Sao aqueles individuos que contrairam o virus e podem transmiti-lo a outras
pessoas nao infectadas, porém susceptiveis. Os infectados passam um intervalo de tempo
nesta condicao, enquanto foram capazes de contaminar outros individuos, e ao término deste
intervalo de tempo passam a fazer parte do sub-sistema Recuperados.

e Recuperados: Sao aqueles individuos que, uma vez tendo contraido a enfermidade, passam
por um periodo da mesma e se recuperam, e atingindo a cura, por hipétese passam a ser
imiunes ao agente agressor. Fica claro que aqueles que nao se recuperam, infelizmente
passam a aumentar o numero de Obitos, o que, indubitavelmente se procura mitigar com
intimeras medidas de protecao sanitaria e social.

O conhecido modelo epidemiolégico SIR, cuja sigla alude a estes trés compartimentos ou sub-
sistemas (Susceptible-Infected-Recovered), originalmente, pode ser expresso por um conjunto bas-
tante simplificado de equacoes diferenciais de primeira ordem através de um modelo deterministico
(modelo que nao considera nenhuma aleatoriedade no processo, também por hipétese !). Usar este
modelo deterministico implica que as mesmas condigoes iniciais na entrada sempre conduzem a
mesma saida, o que nao aconteceria no caso de haver componentes aleatorias no modelo. Neste
modelo é assumido que os encontros (e portanto contdgios) entre individuos susceptiveis e infecta-
dos ocorrem a uma razao proporcional aos respectivos nimeros (susceptiveis S e infectados I) no
conjunto total da populacdo. A taxa de variacdo de novas infecgdes pode entao ser definida por
BS1, sendo S um parametro que descreve a razao de infecgao. Individuos infectados, por hipotese,
possuem a mesma probabilidade de recuperacao em todos os instantes, a qual se traduz em uma
taxa de recuperacao per capita constante 7, sendo portanto r/ a taxa de recuperacao. Baseado
nestas hipotese e consideragoes, o diagrama de blocos do modelo SIR é mostrado na Figura 2.

E, de acordo com o modelo acima, as seguintes equagoes diferenciais podem ser escritas para o
mesmo

dsS

2 L BIS = 1

dt—l—ﬁS 0 (1)
dl

I — I = 2
dt—i—r 8S 0 (2)

dR

=

o r 0 (3)

Observe que, do ponto de vista matematico, as expressdes acima possuem as seguintes carac-
teristicas principais: (i) sdo equagoes diferenciais de primeira ordem na varidvel independente
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BSI rl

Figura 2: Diagrama de blocos do modelo epidemiolégico SIR. Cada bloco representa um compar-
timento ou sub-sistema e entre os sub-sistemas sao mostradas as variaveis de fluxo

tempo t; (i) s@o escritas como equagoes diferenciais homogéneas; (iii) Sao equagoes diferenciais
acopladas, pois a solugao S aparece na equagao de I e esta tltima aparece na equacao de R. Geral-
mente, em estudos epidemioldgicos, é mais comum expressarmos as equacoes do modelo na forma
de taxas de variagao das grandezas envolvidas, ou seja

s
L~ prs (4)
% _ BSI—rI (5)
R’ _ (6)

dt
A proposta de trabalho é entdo desenvolver uma rotina em ambiente MATLAB para imple-
mentacao destas equagoes do modelo SIR inicialmente para uma populagao de tamanho N e consi-
derada fechada, ou seja, sem considerar efeitos de variacoes demograficas, ou seja, N =S+ 1+ R
é constante. Isto significa dizer que, numa primeira implementagao, todas as pessoas infectadas
atingirao a recuperacao. Claramente esta é uma situagao ideal, a qual gostariamos que acontecesse
na pratica, mas ainda serve como um bom exercicio nao apenas para praticarmos a programacao
como também aprendermos um pouco mais sobre este cendrio que se coloca perante o mundo todo.
E claro que existem modelos matematicos muito mais sofisticados do que este, o que confirma o que
foi dito acima, que para um fendmeno nao necessariamente existe O modelo mas sim OS modelos.
Entao seu trabalho pode ser dividido em trés partes, a titulo de sugestao:

e Escreva um programa em MATLAB (.m) que chamaremos de main que defina um instante
inicial ¢y e um instante final ¢; para a andlise. A diferenca entre estes instantes pode ser
horas, semanas, meses, depende de sua escolha. Defina entao um vetor de tempo, por exemplo
usando o comando linspace do matlab que contenha estes dois instantes como inicial e final.
Em seguida defina um vetor de parametros inicializadores para as equacoes diferenciais acima.
Este vetor deve ter a seguinte forma, por exemplo: yo = [N, Iy, Rp] sendo N o nimero total
de individuos, Iy o numero inicial de infectados e Ry o nimero inicial de recuperados. Estes
parametros sao indispensaveis conforme ji dito para a inicializacdo do processo de solugao
das equacoes.

e Escreva uma subrotina do tipo function que ird resolver as trés equacoes acima. Para tanto,
use o comando implicito ODE/5 do MATLAB que resolve equacoes diferenciais lineares.
Como resultado desta sub-rotina deveremos ter entao a solugao para as trés variaveis. Esta
sub-rotina devera ser chamada através de uma linha de comando do programa main.
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e Mostre suas solu¢bes num mesmo grafico destacando a evolucao temporal das trés varidveis
(S, I, R) da sua populacao.

Logo, a implementacao numérica do modelo acima com condigoes iniciais escolhidas de acordo
com a populagao alvo (bairro, cidade, municipio, estado, pais) é capaz de fornecer a variagao
temporal de S, I e R, como solugoes das trés equagoes diferenciais do modelo. E tais variacoes
devem ser exibidas em um mesmo grafico em funcao do intervalo de tempo previamente definido.
Portanto, o minimo esperado de cada estudante é que ao final do projeto entregue
um relatorio no formato .pdf contendo: (a) a descri¢cdo de sua implementacao, ou
seja, como implementou as rotinas, mostrando claramente quais dados utilizou para
a populagao e condigbes iniciais bem como o intervalo de tempo; (b) uma cépia das
rotinas; (c) pelo menos um grdfico mostrando as solugdes encontradas. Este projeto
sera a Unica avaliacao da disciplina durante o semestre. Entao, o atendimento a estas trés demandas
garantird aprovagao na disciplina com uma média minima igual a 7,0 (sete), desde que os resultados
apresentados sejam representativos da solucao das equacées do modelo. A titulo de exemplo,
mostramos na Figura 3 abaixo uma solugao possivel das equacées do modelo para determinadas
condicgoes iniciais.

Resultados - Modelo SIR - Prof. Varoto

=== Susceptiveis (8]
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== Recupsrados (R |
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Figura 3: Resultados tipicos do modelo SIR. Autor: Prof. Varoto

2.1 Explorando o Modelo

Conforme apontado acima, o resultado mostrado na Figura 3 consitui o minimo que se espera ver

em cada solucao. No entanto, é possivel explorar o modelo através de algumas operagoes bésicas,
dentre elas:
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e Rode o programa para diferentes condicoes iniciais para os susceptiveis, infectados e recupe-
rados. Altere também o pardmetro N e veja como ele muda a forma dos graficos.

e Um parametro chave nos estudos epidemioldgicos é a famosa Taxa de Reproducao, Ry.
Esta taxa é definida pelo nimero médio de casos secundarios transmitidos por um tinico
individuo infectado que é inserido em uma populagao susceptivel. Em outras palavras, Ry nos
diz sobre a velocidade de disseminacao da doenga. Se Ry > 1, significa que cada individuo
transmite o virus para mais de uma pessoa susceptivel e neste cendario certamente havera
o desenvolvimento de um cenario epidémico. Se Ry < 1 o(s) infectado(s) presente(s) na
populacao de susceptiveis se recuperarao (ou infelizmente falecerao) sem que outros individuos
sejam infectados e assim, nao se desenvolve a doenga. Para o presente modelo é bastante trivial
de se obter o Ry. A condicao livre de doenca corresponde a S = N, I =0, R = 0. Se um
individuo infectado aparece na populacao, havera uma epidemia se e somente se dI/dt > 0
ou seja se a derivada temporal ou taxa de variagdo dos infectados for maior do que 1! Se na
primeira equagao do modelo substituirmos S por N isto leva a SN/r > 1. Ou seja:

_ BN
o

Ro (7)

Vocé pode checar esta tltima expressao simulando o modelo para diferentes conjuntos de
parametros. Fixe um valor para N, e varie § e r. Escolha seus valores numéricos tal que
se tenha Ry > 1 e Ry < 1. Pelo simples fato de que o que realmente importa é o quociente
entre os dois parametros 3, r escolhas adequadas para os parametros mostrardo de fato a
importancia do Ry.

e A vacinacdo pode prevenir a infeccao de um individuo. Adicionalmente, ela também pode
proteger a populacdo inteira da epidemia, mesmo no caso onde nem todos os individuos
sejam vacinados (este é o popular conceito de imunidade de rebanho). Baseado no conceito
do coeficiente Ry vocé consegue pensar em uma explicacdo intuitiva para este fenomeno ?
Implemente a vacinacao em seu modelo sem no entanto alterar a estrutura do modelo. Para
tanto vocé pode alterar as condigoes iniciais. Um individuo vacinado nao pode infectar ou
ser infectado. Assuma que a vacinagao aconteca antes do estabelecimento da emergéncia
sanitaria. Escolha diferentes proporcoes de individuos vacinados e execute seu programa.
Verifique em cada execugao se a doenga se espalha e tente determinar um limite para a
protecao da vacina. Repita este procedimento para varios valores de 3. Procure estabelecer
uma relacdo entre o limite da vacina e o grau de disseminacao da doenga.

e O portal https://covid.saude.gov.br/ permite baixar o arquivo .csv que pode facilmente ser
lido em planilha Excel e suas colunas serem copiadas para vetores no MATLAB. Vocé podera
comparar os resultados de seu modelo com dados reais bastando para tanto escolher fazer
isto para o Brasil, Estados ou Municipios individualmente. Seria um 6timo exercicio para se
ter uma idéia geral do enorme desafio em se obter modelos epidemiolégicos confidveis.

3 Entrega

e Até o dia 15/07/2020

e A entrega serd através do sistema e-disciplinas (instrugdes para entrega serao postadas opor-
tunamente)

e Trabalho em grupo de até 4 alunos por grupo.
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