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(Quando necessdrio utilize g = 10m/s?)

1. Na figura abaixo, mostramos duas molas idénticas
(de constante k) ligadas a um mesmo bloco de massa m,
sendo que as outras extremidades das molas estao fixas
em suportes rigidos. Mostre que a frequéncia de oscilagao
do bloco sobre a superficie horizontal sem atrito é dada
por:

Suponha agora que as duas molas sejam conectadas ao
bloco de massa m, conforme ¢ indicado na figura abaixo.
Mostre que a frequéncia de oscilagao é dada por:

1 k
V= ——.
2V 2m
k k
m

Solucgao: no primeiro caso as forgas das duas molas que
atuam no bloco tem mesma direcao, mesmo sentido e
mesma intensidade, de modo que a segunda lei de New-
ton Y F = ma aplicada no bloco fica —2kx = mi, que
fornece a equagao diferencial

2k
4+ —x =0,
m
de onde obtemos a frequéncia angular w = % E

isso junto com w = 2%

oscilacao

= 2nv fornecem a frequéncia de

1 /2k
v=—1/—.
21V m
No segundo caso o deslocamento x do bloco estica cada
mola em /2 de modo que a segunda lei de Newton apli-
cada no bloco fica —k% = mi, de onde vem a equacao
diferencial

k
PRI
x+2ma: s

anci — ./ Kk — w
e a frequéncia angular w = 4/ 5~. Com v = 5= temos

1 k

v=o-\5-

2m’

2. A figura abaixo mostra um bloco de massa M, em
repouso sobre uma superficie horizontal sem atrito, preso
a uma mola de constante k. Uma bala de massa m e
velocidade v atinge o bloco em t = 0, conforme é indicado
na figura abaixo. A bala permanece dentro do bloco.
Determine:

(a) a velocidade do bloco imediatamente apds a colisao;

(b) aexpressao do deslocamento z do sistema parat > 0.

Solugao:
(a) Pela conservacao do momento linear

m

= M =
mv=m+M)V = V Vi

V.



(b) Pela conservacao da energia, quando a energia ci-
nética inicial se transforma totalmente em energia
cinética potencial, a mola foi comprimida de A, logo

1 1
E.=E, = §(m+M)V2:§k;A2 =
po My, e
k k(m+ M)

A segunda lei de Newton aplicada ao sistema massa
mola resultante fica

k
—kr=m+M)zx = i+ ——>=x=0.
( ) (m+ M)
Logo, a frequéncia angular serd w = /. J’: 77 © as

solugoes serao do tipo

{ x(t) = asen(wt) + bcos(wt),
v(t) = aw cos(wt) — bwsen(wt),

impondo as condigoes iniciais

{o)zozs

segue que b=0,a=V/w=Ae

v,

{ z(t) = Asen(wt)),

v(t) = Aw cos(wt).

k A/ k(m+M)

Reescrevendo w = como w =

m-+M (m+M)
podemos reescrever A = —2L _— como A =
k(m+M)
muv
(m+M)w "

3. Um disco de massa M, preso por uma mola de cons-
tante elastica k e massa desprezivel a uma parede verti-
cal, desliza sem atrito sobre uma mesa de ar horizontal.
Um bloquinho de massa m esta colocado sobre o disco,
com cuja superficie tem um coeficiente de atrito estatico
te. Qual é a amplitude méaxima de oscilagao do disco
para que o bloquinho nao escorregue sobre ele?

Solugao: a forga de atrito estatico ¢ F,,, < pu.N, logo
a forga de atrito estdtico mdxima é F,"*" = p.mg. Seja
Tmar & amplitude maxima de oscilagao do disco para
que o bloquinho nao escorregue, entao, a segunda lei de
Newton aplicada no sistema disco+bloquinho fornece

_kxmaaz

S ey V)

(m+ M)a=—ktmer =

Para = > 0, no referencial nao inercial do bloquinho
ele sente uma forga ficticia —ma e a forca de atrito max-
imo —u.mg, de modo que a condigao de equilibrio fica
—ma = pemg, de onde vem

pre(m + M)g
—

kxmam
mm = Uemg =  Tmax =

4. Certa mola sem massa esta suspensa no teto com
um pequeno objeto preso a sua extremidade inferior. O
objeto é mantido inicialmente em repouso, numa posi¢ao
y; tal que a mola nao fique esticada. O objeto é entao li-
berado e oscila para cima e para baixo, sendo sua posi¢ao
mais baixa 10 cm de y;.

(a) Qual a frequéncia da oscilagao?

(b) Qual a velocidade do objeto quando esta 8 cm abaixo
da posi¢ao inicial?

(¢) Um objeto de massa 300¢ ¢ ligado ao primeiro ob-
jeto; logo apds, o sistema oscila com metade da fre-
quéncia original. Qual a massa do primeiro objeto?

(d) Com relacdo a y;, onde é o novo ponto de equilibrio
(repouso) com ambos os objetos presos a mola?

Solugao: a equagao de movimento do bloco sera

my = —mg — ky.

Na condicao de equilibrio —mg—ky, = 0 = y. = — 52,
ou com w? = £ temos Ye = —-%. Reescrevendo a
m’ w

equagao de movimento na forma
d2

@(lj - ye) + wQ(y - ye) =0

segue que
y(t) = ye + asen(wt) + bcos(wt),
v(t) = aw cos(wt) — bwsen(wt),
e impondo as condigoes iniciais
y(O) =ye +b=0,
v(0) = aw =0,
vem que b = —y.,a=0¢

{ y(t) = e [1 — cos(wt)],

v(t) = ye wsen(wt).



(a)

A posigao mais baixa ¥, = —0,10m ocorre quando
t = —m/w, e é dada por y(—7/w) = 2Ye = Ymin-

Com isso, a frequéncia angular w = , /% fica
Je

2
w= g = 10v/2rad/s

—Ymin

= w=14rad/s.

As energias inicial e final sao

E; = mgy(0) + 3mu(0)* + 5y(0)*> = 0,
Ey = mgy + %mvz + %y2.

Pela conservacgao da energia F; = Ey =

2

1 1
mgy+§mvz+§y2:0 = v=—v 29y — w3y

Com w = 10\/§rad/s ey = —0,080m temos

22

2
’szTm/S = '11:70,56111/8

Inicialmente temos w = \/%, adicionando a massa
mg = 300g a frequéncia do sistema serd wy =

k
,/m+m0,1og0
w m+m

=/ —2=2 = m=
wo m

Inicialmente temos y. =

mo
— =100¢g.
3 g

—-;, depois a nova posicao

de equilibrio serd yop = —%. Com mg = 3m temos
0]
_ k _ w
wo =/ 3, = 3 logo

49
Yo = _ﬁ = 4y6 = Yo = _072 m,
ou seja, nova posicao de equilibrio serd 0,2 m abaixo

de Yi-

5. Uma haste rigida de comprimento L e massa M estd
suspensa, podendo girar em torno do ponto O, por uma
das suas extremidades, como mostra a figura abaixo. Na
outra extremidade a barra estd ligada a uma mola de
constante k que estd na posicao relaxada quando a barra

se encontra na posi¢ao vertical.

No instante t = 0, a

barra é deslocada para a esquerda, até um angulo 6,
com a diregao vertical, e abandonada a partir do repouso.
Dado: Io = ML? e considerando que a mola sempre

- 3

permanece na horizontal,

(a)

(b)

()

obtenha a equacao diferencial que descreve o movi-
mento da barra.

Determine a frequéncia angular w de oscilagao da
barra, considerando oscilagoes de pequenas ampli-
tudes.

Obtenha a equagao 6(t) que descreve o movimento
de oscilagao da barra.

Solugao:

(a)

Considere a origem do sistema de coordenadas no
ponto de equilibrio da extremidade inferior da barra.
O torque devido a forca da mola aplicada na extrem-
idade da barra e o torque da forga gravitacional no
centro de massa serao

Tm = FpLcos(0) = —kLsen(0)L cos(9),
7y = FyLsen(f) = — Mg~ sen().

A segunda lei de Newton na forma angular ) 7 =
Tm~+Tg = I junto com I = 1 ML* e o = 6 fornecem
a equacao de movimento

L 1 ..
—kL?sen(f) cos(0) — Mg; sen(f) = gMLQH =
@ + 39 + 3k cos(f) | sen(d) =0
a2 |20 M B

Para oscilagoes com pequenas amplitudes podemos
tomar as aproximagoes cos(f) &~ 1 e sen(d) = 0,
assim

d?9 [3g¢
i S g =
dt? [ * } 0

e a frequéncia angular da oscilagao da barra sera

g 3k
L+M'

| W



(¢) Sabemos que as solugdes serao do tipo

{ 0(t) = asen(wt) + bcos(wt),
0(t) = aw cos(wt) — bw sen(wt),

e impondo as condigoes iniciais

{ 0(0) = b = 6o,

w =0,

vem que b =0g,a=0¢

{ 0(t) = Oy cos(wt)),

v(t) = —6p wsen(wt).

6. Uma mola horizontal sem massa esta ligada ao eixo
de rotagao que passa pelo centro de massa de um cilin-
dro sélido, de massa M, de forma que ele possa ro-
lar, sem deslizamento, sobre uma superficie horizontal
(figura abaixo). A constante da mola é k = 3,0N/m. Se
o sistema for liberado de uma posicao de repouso em que
a mola esteja esticada de 0,25 m, ache

(a) a energia cinética translacional e a energia cinética
rotacional do cilindro quando ele passa pela posicao
de equilibrio.

(b) Mostre que nessas condigbes o centro de massa do
cilindro executa um movimento harmonico simples
com periodo

3M
T=2m\/—
"V 2k
k
4/\/\/\/\—@
Solucao: seja rg = 0,25m o deslocamento inicial,

I = %M R? o0 momento de inércia do cilindro sélido em
relacao ao eixo de simetria axial do cilindro e v = WR
a condicao de rolamento sem deslizamento, onde v é a
velocidade do centro de massa do cilindro.

(a) A energia total inicial serd a energia potencial inicial

1 3
By = —kal = 5(3’0 N/m)(0,25m)? = 357 = 0,004,

DN | =

e a energia total, quando o cilindro passa pela
posicao de equilibrio, sera

1 1
Ee = Etrans + Erot = §MU2 + 5[&)2,

mas com v = wR e [ = $MR? vem

1 Etrans
M =
T 2

1
Erot = *Iwz =
2
logo

3
Ei = Ee = §Etrans = 3Erot7

de onde temos

2 1
Eransszizi =Y, P
+ 3 16J 0,063 J
1 1
Byt = ~Ei = — J, = 0,031 J.
T3 32

Considere a rotagao como positiva no sentido horario
com relacao ao eixo que passa pelo eixo de simetria
axial do cilindro. Para x > 0 as equagoes de movi-
mento na forma linear e angular

(&2,

ficam

RF, = La,
F, —kx = Ma,

logo F,, = %Mae —kx = Ma+F, = MaJr%Ma = %M:'i,
resultando na equacgao

- 2k 0
T — T =
3M ’
Al s . _ 2k __ 27
Portanto, a frequéncia angular serd w = s = 7,€0

periodo sera dado por

7. (Poli 2007) A figura abaixo mostra a oscilagdo de um
corpo com massa 0,5 kg preso a uma mola.

(a) Quanto vale a constante eldstica da mola?
(b) Escreva a equacao que descreve x(t).

(¢) Obtenha expressdes para as energias potencial, ci-
nética e mecénica total do oscilador em funcao do
tempo.

Solugao:



[

o

\ t(s)

(a) Da figura temos T = 2% s, logo w = 2% = 10s™ ', e

com isso e m = 0,5 kg podemos calcular a constante
elastica

k=mw? = k=>50kg/s’=50N/m.

Sabemos que a solucdo é do tipo z(t) = A cos(wt +
¢). Da figura ¢ direto que A = 10cm e z(0) =

Acos(p) = 5v2 = cos(p) = g = ¢ = £7. Por-
tanto, a solugao sera

z(t) = 10 cos (10t - %) cm,

j& que v(t) = —100sen (10t — %) m/s e a veloci-

dade inicial é positiva v(0) = —100sen (—%) cm/s =
50v/2cm/s > 0.

As energias potencial e cinética em fungao do tempo
ficam

{ U(t) = 1ka(t)? =
T(t) = $mo(t)? =

e claramente F = iJ.

4cos (10t— 7) J,
4 sen (10t— 7) J,

8. Uma esfera solida de 95kg com um raio de 12cm é
suspensa por um fio vertical preso ao teto de uma sala.
Um torque de 0,02 Nm é necessario para girar a esfera
de um angulo de 0,85rad. Qual o periodo da oscilagao,
quando a esfera ¢é liberada dessa posi¢ao?

Solucgao: seja 6y = 0,85rad o deslocamento angular ini-
cial devido ao torque inicial 79 = 0,02 Nm. A segunda lei
de Newton na forma angular 79 = —kbBy fornece a con-
stante de tor¢ao k = —32 = 0,02353Nm/rad. Agora,
para o movimento geral A segunda lei de Newton na
forma angular 7 = Ia fica —kf = I6, de onde vem a
equagao

. K
9+f9_0’

oe fi-T
VI T

logo

T
T = 271'\/; = 27(4,822)s = 9,627s = 30,25.

9. (Poli 2006) Uma plataforma de massa m estd presa a
duas molas iguais de constante elastica k. A plataforma
pode oscilar sobre uma superficie horizontal sem atrito.
Um bloco de massa M = 2m é colocado sobre a
plataforma. O sistema “bloco + plataforma” oscila com
frequéncia angular w.

(a) Determine, em fungao de m e w, o valor da constante
k das molas.

(b) Calcule, em termos da amplitude A, a forga horizon-

tal maxima exercida no bloco de massa M durante

0 movimento.

Se o coeficiente de atrito estatico entre o bloco e a
plataforma é pu., encontre o valor maximo da am-
plitude para o qual o bloco nao desliza sobre a
plataforma durante a oscilagao.

()

Solugao:

(a) A segunda lei de Newton aplicada no sistema blo-

cotplataforma fica —2kx = (m + M)i = & +
(m+M)w?
s

(mQTkM)xzo,logowz m+M:>k—

No presente caso M = 2m e com isso

3mw?

k=
2

No referencial do bloco ele sofre uma forga nao iner-
cial (forga ficticia) F' = —M#, onde & ¢ a aceleracao
da plataforma. Do movimento harmoénico vem que
# = —w?z. Dado que a massa do bloco é M = 2m,
na condi¢ao em que a forca de atrito é méaxima para
a amplitude A teremos

Froue = 2mw?A.

Sabendo que F,, < peN e N = Mg = 2mg,
vem que a forca de atrito estdtico maxima sera
F*% = 2mgu.. Da condigao de equilibrio para o
bloco Finer = F['*, na situagao em que a ampli-
tude é méxima A, tem-se

Hed

= Apaz = —-
w

QmWZAmaac = 2mgpe

10. Ache o movimento resultante de dois movimentos
harmonicos simples na mesma diregao, dados por: x1 =



Cos (wt - %) e 29 = sen(wt). Represente graficamente os
respectivos vetores girantes.

Solugao: podemos, respectivamente, representar grafi-
camente o vetor girante x1, 2 como um vetor no plano
y — z de comprimento I; = cos (wt - %), lo = sen(wt),
que gira com velocidade angular w; = w, wy = w e que
no instante ¢ forma um angulo 61 = wt — ¢, 2 = wt em
relagdo ao eixo y.

O movimento resultante da superposicao dos movi-
mentos harmonicos simples z(¢) = z1(t) + z2(t) pode
ser reescrito como

x(t) = cos (%) cos(wt) + sen (%) sen(wt) + sen(wt),

x(t) = ? cos(wt) + ;sen(wt).

A figura abaixo exibe o movimento resultante em
funcao do tempo

6 312 /3

11. Um péndulo com fio de comprimento 1,00 m é aban-
donado do repouso de um angulo inicial de 15°. Apds
1000, sua amplitude é reduzida para 5,5°. Qual é o
valor da constante de amortecimento 7

Solucgao: vimos que no regime de oscilagao subcritico a
solucéo é do tipo z(t) = Age™ 2t cos(wt + ¢). Denotando
a amplitude por A(t) = Age~ 2 e o comprimento por
I = 1,00 m, para pequenas oscilacoes a amplitude inicial
serd Ag = lfp e a amplitude num instante ¢ serd A(t) =
10 = l6pe~ 2, e onde vem que

0 ~ 2 0
Gt = a=In(3)

Dado que em ¢t = 0 temos 0y = 15° e em ¢ = 1000 s temos
0 = 5,5°, vem que

2 15°
=— 1 = 2571
7= 1000 n‘(575°) = 7 =0002s

12. Um oscilador harmonico amortecido consiste em um
bloco (m = 2kg), uma mola (k = 10,0 N/m) e uma forga

de amortecimento F' = —pv. Inicialmente, ele oscila com
amplitude de 25,0 cm; devido ao amortecimento, a am-
plitude é reduzida para trés quartos do seu valor inicial,
quando sao completadas quatro oscilacoes.

(a) Qual o valor de p?
(b) Quanta energia foi “perdida” durante essas oscila-

coes?

Solugao: vimos que no regime de oscilagao subcritico a
solucdo é do tipo z(t) = Age™ 2t cos(wt+¢), onde y = £

m’
/.2 22 — . ]k
w = wy 460.)0— .

(a) Com A(t) = Age 2t e ilado que em ¢ = 5% 4temos
x -y

8w\ _ 3 - 3 4 _ T2
A(Z)—ZAoﬁAoew—ZAoig—ewé

Ay 4 _ 2 _ 72
T2 = 1n(3), e usando w = \/wd — I temos

A ) wz_j N
m(d) )TV Ty

7:—:7 =

2

mwo

(siy)

Tendo em vista que as solugoes sao do tipo

p= = p=0,102kg/s.

{ x(t) = Aoe_%tﬂ/cos(wt),
v(t) = —Age 2" [ cos(wt) + wsen(wt)] ,

e que a energia total do bloco é

1 1
E(t) = iijQ + imv2,

vamos calcular a energia totalem t =0 et = %“:

2
E(0) = LkA3 + sm% 43 = 48 (k+ ),

8\ _ 1 o _8my 1,9 42,872 9
E () = gkAfe” s + gmIp Afe o = {5E(0),
2
_8my _A4my _/3\2 9
onde usamos que e~ —(e w) =3) =2

Portanto, usando v = £ a variagao da energia serd

9\ A3 P’
<116)z<’”4m)

AEE@E<%)

w



e substituindo m = 2kg, k = 10,0N/m, Ay =
25,0cm e p = 0,102kg/s temos

AE =0,137J.

13. Em um sistema oscilatorio com uma forga de atrito
temos:

dx
/’ay
onde k£ é a constante da mola e p é a constante de
amortecimento. Logo, a equagao de movimento fica:

Fmola + Fatrito = —kx —

d%z dz
M— +p— +kx =0.
az P
Considere o oscilador como estando no regime subcritico
e resolva a equagao diferencial para as condigoes iniciais

2(0) = 0 e v(0) = vy.

Solugao: utilizando o ansatz * = e na equacdo de

movimento M + p& + kx = 0 temos a equacao carac-
teristica MA2 4+ p\ + kx = 0, cujas solucdes sdo Ay =

2 N . ~ sy
—5r T\ e — % No regime de oscilacao subcritico
2 2
p k __p i — ./ _ _p
1z < 27 10go Ay = —5h; +iw, onde w = /17 — 7=

Sendo assim, as solugoes serao do tipo

z(t) = Ae™ 971 sen(wt + ),
v(t) = Ae—Fir [w cos(wt + ) — 547 sen(wt + ap)] .

Impondo as condigoes iniciais

{ z(0) = Asen(p) =0,
v(0) = A [wcos(p) — 557 sen(p)] = vy,

temos p = 0e A= e com isso
¥ w

e~ %7 sen(wt),

—N—
[ 8
— —~
~ =
= =
[
els

%"e_% [w cos(wt) — 557 sen(wt)] .

14. (Poli 2007) Um corpo de massa m = 40 g esta preso
a uma mola de constante eldstica k& = 100N/m. Este
sistema é colocado para oscilar e depois imerso num meio
cujo coeficiente de atrito viscoso é p = 0,08 kg/s.

(a) Determine a frequéncia natural do sistema.

(b) Escreva a equagao diferencial que descreve o movi-
mento, explicitando os valores numéricos dos coefi-
cientes (indicando suas unidades).

(c) Qual é o regime de oscilacao? (justifique)

(d) Qual é a frequéncia de oscilagao?

Solugao:

(a)
K  [100N/m
=2 = — 50rad
“o=\7 =\ Comorg o= 00rad/s

(b) Reescrevendo a equagdo de movimento

mdQ—x _ kx
a ~ P

temos

d2x 9

@ + E + Wo = O,

p 0,08kg/s 1 5

d = - = — 2 =

onde m 0,040 kg ¢

(50rad/s)? = 2500 rad? /s2.

(¢) Dado que wg =50s"' e 3 =151, logo wy > %, ou
seja, o regime de oscilagao é subcritico.

Vimos em outros exercicios que no regime de os-
cilagao subcritico a frequéncia de oscilagao é dada
por:

2
w=/w? - PYZ = /2500 — Irad/s = 2499 rad/s

15. (Poli 2006) Um corpo de massa m = 1,0kg oscila
livremente, quando preso a uma mola, com frequéncia
angular wy = 2,0rad/s. Posteriormente este conjunto
é colocado num liquido, cujo coeficiente de resisténcia
viscosa é p = 2\/§kg/s.

(a) Escreva a equagdo diferencial do movimento har-
monico amortecido, e a sua solugao com as condigoes

iniciais 2(0) = 0,50m e v(0) = 0.

(b) Determine o tempo necessdrio T para que a ampli-
tude do movimento diminua de um fator 1/e em re-
lacao ao valor inicial.

Solugao:

(a) A equagdo de movimento serd:

d?z dx

— —_— k =
Mg g tRe=0
e substituindo os dados m = 1,0kg, p = 2v/3kg/s e
k = mw? = 4N/m temos



d2

Utilizando o ansatz @ = e* na equacao de movimen-

to temos a equacao caracteristica A2 +2v/3A+4 = 0,
cujas solugoes sdo A\p = (—2v3 £ /12— 16)/2 =
—/3+1. Logo, a solucao é do tipo

{ (t) = Ae— V3t cos(t + ),
v(t) = —Ae —V3t [\/gcos(t + ¢) +sen(t + (p)] ,

Impondo as condigoes iniciais

x(0) = Acos(p) = 0,5,

v(0) = —A [V3cos(p) + sen(p)] = 0,
vem que tan(p) = —V/3 = ¢ = —% € com isso
Acos (%) = % = A = 1. Portanto,

z(t) = e V3cos (t - T),
v(t) = —e~ V3 [Beos (t — T) +sen (t —

31

No instante ¢ a amplitude é dada por A(t) = e~ V3t

em ¢t = 0 temos A(0) = 1. Logo, o instante T em que
a amplitude é reduzida por um fator 1/e serd dado
por

16. Considere uma situacao em que vocé estd exami-
nando as caracteristicas do sistema de suspensao de um
automovel. A suspensao “cede” 10 cm, quando o peso do
automovel inteiro é colocado sobre ela. Além disso, a am-
plitude da oscilagao diminui 50 % durante uma oscilacao
completa. Estime os valores de k e p para o sistema
de mola e amortecedor em uma roda, considerando que
cada uma suporta 500 kg.

Solugao: para cada suspensao a equacao de movimento
sera
mi + px + kx +mg =0,

No ponto de equilibrio 2y = —0,10m a equacao de movi-
mento fica kzy + mg = 0, logo a constante elastica serd

mg 500 x 10 4
p=-"9_ PPN m = k=50x10"N/m.
0 010 /™ /m
Com~y = 2 w2 = ﬁ e g = — ¢ podemos reescrever

a equagao de m0v1ment0 na forma

(x — 20)" +7(x — 20) + w2(z — 0) = 0.

Dado que o regime de oscilagao é subcritico, a solugao
serd do tipo

z(t) = xo + Age™ 3 cos(wt + ),

wi — 1—2.
cilagio por A(t) = Age 2! e dado que em t =

temos A(zﬁ) = 1A0 = Aoe_%’ 1A0 = 2 =

= 1 =In(2), e usando w = |/w T temos
G
ln 2) 4

Denotando a amplitude de os-
2r

w
juse )
w

onde w =

= p=11x10kg/s.

=

17. Um oscilador criticamente amortecido, partindo da
posicao de equilibrio, recebe um impulso que lhe comu-
nica uma velocidade inicial vg. Verifica-se que ele passa
por seu deslocamento méximo, igual a 3,68 m, apds 1
segundo.

(a) Qual é o valor de vy?

(b) Se o oscilador tivesse um deslocamento inicial zg =
2m com a mesma velocidade inicial vy, qual seria o
valor de = no instante 7

Solugao: a equagao de movimento sera do tipo

&+t 4+ wiz = 0.

com o ansatz = e temos a equacao caracteristica A2+

f%:t\/'y —w?. No

regime criticamente amortecido tem-se que wy = % e com
isso as raizes da equacdo caracteristicas sao iguais Ay =
A_ = —7, resultando em apenas uma solugao. Logo,
precisamos buscar uma segunda solucao. Tentando uma
solucdo do tipo z = te* vem que @ = (1 + M)eM, & =
(2X + A%t)e e isso na equacdo de movimento fornece a
equagao caracteristica

YA +wd = 0, cujas solugdes s3o AL =

(2X + N*t)eM + (1 + At)ye + wite =0,
A+ A+ wd)t+ (2A +7) =0.

facilmente obtemos que a
—2. Portanto,

_ 7
Uma vez que wy = 3,
solucao da equagao caracteristica é A =



zo(t) = te~ 3t é solugdo juntamente com 1 (t) = e~ 3%, e
a combinagao linear das duas solugoes resulta na solugao

geral x(t) = ax (t) + baa(t):

z(t) = (a + bt)e ¢,

e a velocidade serd

u(t) = [b - %(a +bt)| e 3t

Tomando a posi¢ao inicial 2(0) = 0 e dado que a ve-
locidade inicial é v(0) = vy tem-se que a = 0, b = g
e

(a) No regime criticamente amortecido a posigdo é max-
ima quando v(t) =0 = 1 — 2t =0 = v = 2. Dado
que o deslocamento maximo ocorre em ¢t = 1s temos
v = 2571, Nesse instante temos z(1) = vg(1s)e™! =
3,68m = vy = 3,68em/s de onde obtemos a veloci-
dade inicial vg = 10,0m/s e

z(t) =10te
{ v(t) =10(1—t)e7t,

Com v = 25~ ! as solucdes gerais ficam

{ x(t) = (a + bt)e™t,
o(t) =[b—(a+bt)e”,

e impondo as condicoes iniciais 2(0) = a
v(0) =b—a =10m/s temos que ¢ = 2m, b = 12m/s
e

z(t) = (2 + 12t)e
{ v(t) = (10 — 12t)e .

18. (Poli 2006) O gréfico de x(t), mostrado na figura
abaixo, representa a equagao horaria de um oscilador
criticamente amortecido, para um sistema composto de
um corpo de massa m = 1,0kg preso a uma mola de
constante eldstica k e imerso em um liquido viscoso, de
coeficiente de resisténcia viscosa p.

(a) Em que instante de tempo a velocidade do corpo serd
nula, no intervalo de tempo mostrado no grafico?

(b) A equacao horéria x(t) pode ser escrita como

x(t) = e"2*(a + bt)
Determine os valores de a e b da equacao.

(c) Determine o coeficiente de resisténcia viscosa p e a
constante eldstica k£ da mola.

0,6
0,5

04

0,3 \
0,2

—~~
E BN
~ 0,1
x |
0,0
[ —
o —
L \ L
-0,2
-0,3
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(d) Determine o valor da velocidade inicial do oscilador.

Solugao:
(a) A velocidade serd nula em aproximadamente ¢ = 3.

(b) Em t = 0 temos 2(0) =a =0,5m. JAem ¢ =1so
gréfico mostra que (1) = e~ 3 (a+b) = 0= b= —a
= b= —-0,bm.

(¢) Com isso, e impondo que a velocidade v(f) =
[b—2(a+bt)] e~ 2t seja nula em t = 3s vem que
vB)=[-3-3(3E-3)]e T =0=y=1s" E
assim podemos calcular o coeficiente de resisténcia
viscosa p = my = p = 1kg/s.

Uma vez que o amortecimento € critico, temos wg =
2 =0,5s"!. E com k = mwj obtemos a constante
eldstica k = 0,25 N/m.

Agora, usandoquea = 0,5m,b= —0,5mey = 1s"!
as solugoes

{ z(t) = (a + bt)e 31,
o(t) = [b— Z(a+bt)] e 2,

ficam
1 i
z(t) = =(1—t)e 2,
2
u(t) = 1(t —3)e 2
= 7

Portanto, a velocidade inicial do oscilador v(0) = vg
serd vg = —0,75m/s.

19. Um corpo de massa m = 1000 kg cai de uma altura
H = 1m sobre uma plataforma de massa desprezivel.
Deseja-se projetar um sistema constituido por uma mola
e um amortecedor sobre o qual se montard a plataforma
de modo que ela fique em equilibrio a uma distancia d =
2m abaixo de sua posicao inicial, apés o impacto. O
equilibrio deve ser atingido tao rapido quanto possivel,
sem oscilagoes.



(a) Obtenha a constante k da mola e a constante de
amortecimento p do amortecedor.

(b) Obtenha a equacdo que descreve o movimento do
bloco apds entrar em contato com a plataforma.

Solucao: a equacao de movimento serd

mi + px + kx +mg =0,

k

ecomy= £ ew? =% podemos reescrevé-la na forma
m 0 m

#+vi+wiz+g =0, ou ainda comy::rJr% ela pode
0

ser reescrita na forma §j + vy + w3y = 0, cuja solugao foi
obtida anteriormente.

Para que o equilibrio seja atingido tao rapido quanto o
possivel o amortecimento de ser critico, ou seja, devemos
impor que wy = 2

PR

(a) Para que o equilibrio ocorra em —d a constante elds-
tica deve ser tal que —kd +mg =0 = k = = =
k=5x10°N/m.

[

Reescrevendo a relacdo wp = 4 temos \/% =3 =
p =2Vmk = p = 25 x 103kg/s. Logo, v = 2

implica que v = 2v/5s7 1.

Com z(t) = y(t)—wig ev(t) = &(t) = y(t) as solugdes
para o amortecimento critico serao do tipo

{

A velocidade inicial vy vem da conservacao da ener-

z(t) = (a + bt)e 2t — 9,

wo

v(t) = [b— Z(a+bt)] e 2.

gia %mv% =mgH = vy = v29H = vy = 2/5m/s.
A posicao inicial é z(0) = zp = 0. Impondo as
condigoes iniciais

z(0) =a— wig =0,

{

g

2
wo

v(t) =b— %a = v,
m

k-
isso, e usando que v = 2v/557! tem-se as solugdes

{

20. Um oscilador nao amortecido de massa m e frequén-
cia propria wy move-se sob a acao de uma forca externa
F = Fysen(wt), partindo da posigdo de equilibrio com
velocidade inicial nula. Ache o deslocamento x(t).

vem que a = =d=2meb =1y Com

o(t) = 2(1 + VBt)e V3t — 2,
v(t) = —10te~ V5L,

Solugao: a equagao de movimento serd

F
i+ wiz = =2 sen(wt).
m

10

Sabemos que a solugdo da equagao homogénea é do
tipo xp(t) = asen(wot) + bcos(wpt). Tentando uma
solucdo particular do tipo z,(t) = Asen(wt) temos

Fi
—w? Asen(wt) + wi sen(wt) = “Ogen(wt) =
m

Fy

m(w§ — w?)’

A:

Logo, a solugao geral é z(t) = xp(t) + x,(¢):

{

e impondo as condigoes iniciais

x(t) = asen(wot) + bcos(wot) + Asen(wt),

v(t) = awp cos(wot) — bwg sen(wot) + Aw cos(wt),

z(0)=b=0,
v(0) = awg + Aw =0,
chega-se em b =0, a = —W%A e

F w
z(t) = (o (i By [sen(wt) — = sen(wot)|
v(t) = O;FE 5 [cos(wt) — cos(wot)] -
m(wi — w?)

21. (Poli 2006) Um corpo de massa m desliza sobre um
plano horizontal sem atrito sujeito a trés forgas: uma
forca elastica resultante da acao de uma mola de cons-
tante elastica k, uma forga devido a resisténcia viscosa do
meio, caracterizada pela constante de resisténcia viscosa
p e uma forga externa periédica F'(t) = Fy cos(Q2t), sendo
Q a frequéncia externa.

(a) Escreva a equagao diferencial que descreve o movi-
mento do corpo e encontre a sua solugdo esta-
ciondria.

(b) Considerando que m = 50kg, k = 5000 N/m, Fy =

50N e p = 500kg/s, calcule a frequéncia natural do

sistema e o seu fator de qualidade.

No regime estacionario, usando os valores do item
anterior, determine o valor de §2 para o qual a am-
plitude do movimento é maxima.

()

(d) No regime estaciondrio, usando os valores do item
(b), determine o valor da amplitude maxima.

Solugao:



(a) A segunda lei de Newton aplicada ao corpo fica

mi = —kx — pi& + Fy cos(Qt),

P 2

e com vy = — e wy; = L3 pOdemOS reescrever essa
0 m

equagao de movimento na forma

d%z

de?

dx 2 F()

I + wor = ™ cos
A solugao da equacao homogénea tem um fator
multiplicativo e~ 2t independente do regime de os-
cilagao, e pode ser considerado como um efeito tran-
siente. A solucao estaciondria serd uma solugao par-
ticular da equagao nao homogénea. De um modo
geral vamos procurar por uma solucao particular do
tipo x(t) = Acos(Qt + @), e substituindo isso na
equagao de movimento obtém-se a equagao

+ (Qt).

—Q%Acos(Qt + @) — YQAsen(Qt + @)+
F
wi Acos(t + @) = EO cos(Q2t),

que pode ser reescrita como

F
(wi — Q%) Acos(®) — yQAsen(P) — EO cos(Qt)—

[(wd — Q%) Asen(®) + yQA cos(P)] sen ()

0,

igualando os coeficiente que nao dependem do tempo
a zero é direto que

A [(wd — Q%) cos(®) — ysen(P)]

Fy
m’

Al(wg — Q) sen(®@) 4+ yQcos(P)] =0,

Dessa segunda igualdade obtemos a fase ® em funcao
de Q:

Q)

@(Q) = —arctan (M

)

Utilizando esse resultado e a identidade trigonomé-
trica sen?(®) + cos?(®) = 1 temos

+1
1+ tan?(®)

+ tan(®)

cos(p) = ma

e sen(d) =

e usando esses resultados na primeira igualdade va-
mos obter amplitude A em funcgao de Q:

11

(w§ — ) Fo
A o Q| =—
sen(P) [ tan(®) ~ =
2 QQ 2 F
A sen(P) {— S o) )" WQ] =2 =
® E
_Asen( ) [(w% _92)2 _,'_7292] _ro =
v
que junto com o resultado
sen(®)  £tan(®) 1 B
gLy gLy 1+ tan?(®)
+1 (w2 —0?) +1

(B9 V- PP PP -0

fornece que

A = [(wg — %) +9°0%] = LI
V(wg = 02)2 +90 m
AQ) = + 10 L
m /(w2 — Q2)2 + 4202

Portanto, a solucao estacionéria é

x(t) = A(Q) cos[Qxt + ()],

com

Q)

@(Q) = —arctan (M

).

A frequéncia angular natural é

k  [5000N/m )
=)= =,/ == = 1051,
wo m 50kg = wo S

Aw
A(OO)) . Dado

temos ) = %

O fator de qualidade sera dado por @ =
Iy 1 A(0) o 1

~wo mwg
=7

que A(wp)

e
m ywo

_ p _ 500ke/s
Com v = 1 = 50 kg

wp = 1y e portanto @ = 1.

= 10s7! tem-se que




(¢) Derivando A(f2) em relagéo a € temos

—40(w? — 92) + 2720
A'(Q) = Fy [0 )+ 73/2] =0 &
M [(wg — Q%)? +92Q2]
2
Q=0 ou Z(wg—QQ):ryQ = Q=1jw}- =

O valor de © em que a amplitude A(Q2) é méxima é
a frequéncia de ressonancia

'Y2

2

w§ = Qr=5V2s""

De fato, note que para Q > Qg temos A’(Q) < 0, e
para ) < Qg temos A’(Q) > 0, ou seja, a amplitude
é maxima em Qp.

Agora, vamos calcular o valor maximo da amplitude.

. . 2
Primeiro, note que usando Qp = \/wg — - temos

(wg —0%)2 = 2 e v20% = 7y%wi — L. Assim,
A(QR): Fo/m Fo/m
V(g — Q)2 +20% \/ Jr’ngf%
e

Amar = A(QR) = ﬂ ! =

ym [ 22

0 1

A 1

—F1m
50/3

22. (Poli 2007) Um corpo de massa 50g estd preso
a uma mola de constante k 20N/m e oscila, ini-
cialmente, livremente. Esse oscilador é posteriormente
colocado num meio cujo coeficiente de atrito viscoso é
p = 0,9kg/s. Depois disso o oscilador, ainda no meio vis-
coso, é excitado por uma forca externa F' = Fj cos(Qt),
onde Fp =9,0N e Q = 20,0rad/s.

(a) Determine a frequéncia natural do sistema.

(b) Qual o regime de oscilagao do sistema quando imerso
no meio viscoso, mas antes de ser excitado pela forga
externa? Justifique a resposta.

(c) Depois que a forga externa é aplicada e que o sis-
tema entrou no regime estacionario, qual o valor da
amplitude do movimento?

12

(d) Qual deveria ser o valor exato da frequéncia externa
de excitagao para que a amplitude de oscilagao, no
regime estacionario, fosse maxima?

Solugao:

(a) A frequéncia natural do sistema serd wg = \/% =
wo = 20s~1

(b)

Usando v = £ vem que v = 18s~
o regime de oscﬂa(;ao ¢ subcritico.

. Logo, wo > % e

()

Vimos que a amplitude de oscila¢do é dada por A =

Fo_ 1 o “a
W Ty Dadoauewy = Q= 20571 e
v = 18s~! a amplitude de movimento ser4
Fy 1
A=—= A=05m.
m §2

(d)

Também vimos que a amplitude é maxima na fre-
quéncia de ressonancia Qr: A'(Q) =0=Q=Qp =

WE— T = Qp=238s"1.

23. Duas particulas de mesma massa m = 250 g, estao
penduradas no teto por barras idénticas, de comprimento
Il = 0,4m e massa desprezivel, e estao ligadas uma a
outra por uma mola de constante eldstica k = 25N /m.
No instante ¢ = 0, a particula 2 (figura abaixo) recebe um
impulso que lhe transmite uma velocidade v = 15 cm/s.
Determine os deslocamentos z1(t) e x2(t) das posigdes
de equilibrio das duas particulas (em cm) para t > 0.

G P

Solugao: sabemos que para um péndulo simples a e-
quacao de movimento pode ser obtida pela segunda lei
de Newton na forma angular 7 Ia. Tomando o
eixo perpendicular ao plano de oscilacao e que passa
pelo ponto onde o péndulo estd pendurado temos a
equacio [—mgsen(8)]l = (mi?)f = —gsen(h) = 6. Con-
siderando o eixo z na horizontal e com origem no ponto
de equilibrio, para pequenas oscilagoes, temos sen(6) = 2
g

1
e 16 e a equacao de movimento fica & = —iz.

Tomando um referencial para cada particula, com origem
no seu ponto de equilibrio, as equacoes de movimento
para cada particula, adicionando a for¢a devido a mola,
Serao



i1 = E (2 — 1) — Say,
iy = —E(xg —a1) — 4o,

Somando e subtraindo essas equagoes chega-se em

{ (.rg + $1)"

e definindo as frequéncias wy
solugoes serao do tipo

xo+ a1 = Ay sen(wit + ¢4 ),
xo—11 = A_sen(w_t+p_),

e as solugoes procuradas e as respectivas velocidades
serao do tipo

t) = A7+ sen(wyt + @4) — AT‘ sen(w_t + ¢_),

xl(

_ Ay A
xo(t) = St sen(wit + ¢y ) + S-sen(w_t +¢_),
v1(t) = 2£2% cos(wit + o4 ) — A‘z“)‘ cos(w_t + ¢p_),
va(t) = A*;’* cos(wit + ¢4) + A’zw’ cos(w_t + p_).

Impondo as condi¢oes iniciais 21 (0) = 22(0) = v1(0) =
0 e v2(0) = v vem que

£1(0) = A sen(ip1) — A= sen(p-) = 0,
22(0) = 4 sen(py) + 4 sen(p_) =0,
v1(0) = 5% cos(py) — 5= cos(io-) = 0,
v2(0) = A*;’* cos(py) + A’zw’ cos(p_) =v.

Somando a primeira equagao com a segunda tem-se que
w4+ = 0, e subtraindo a segunda equacao da primeira
vem que ¢_ = 0. Somando a terceira equagdo com a
quarta obtém-se que A, = -~ e subtraindo a quarta
equacao da terceira chega-se em A_ = —~. Portanto, as

UJ+7

solugdes serao

o (t) = 5— [Sen(wﬂ +o1) - %Sen(wft + w)} :

w
xo(t) {sen(o.urt + o)+ w—Jr sen(w_t + ga)} ,

- 2(JJ+

vit) = 5 [cos(wst + 1) = sen(w—t + )]

va(t) = 5 [cos(wst + ) = sen(w—t + o))

onde wy = ¢ e w_ = 28 4 ¢ Finalmente, substituindo

os valores dados temos

1,5sen(5t) — 0,5 sen(15¢),
1,5sen(5t) + 0,5 sen(15¢),
) = 7,5 cos(5t) — 0,5 cos(15t),
) = 7,5 cos(5t)

,5cos(5t) + 0,5 cos(15¢t).

24. Considere duas particulas A e B cada uma com
massa m conectadas por uma mola de constante elas-
tica k e comprimento natural a. Cada particula estd
ligada a dois suportes C e D por duas molas com as mes-
mas caracteristicas da primeira mola. Os dois suportes
sao separados por uma distancia 3b, como mostrado na
figura abaixo. Em um dado instante de tempo t o deslo-
camento das particulas A e B é x e y a partir da posicao
de equilibrio, resultando nas forgas mostradas na figura.
Calcule as frequéncias de oscilagao do sistema.

k k

Solucgao: considerando um referencial para cada parti-
cula, com origem no seu ponto de equilibrio, as equacgoes
de movimento ficam

mias=—kxa+k(xp—za),
mip = —kxp —k(xg —x4),

somando e subtraindo as equacoes e dividindo ambos os
lados por m chega-se em

[

(xp +x4)" = —L(zp —x4),
{ (xp—xza)" = *%(I’B —4),

3k

e wp = < as solugoes

e definindo as frequéncias w; = %

serao

g+ xa = Ajsen(wit + 1),
xp — x4 = Agsen(wat + pa),

e subtraindo e somando essas as equagoes temos as
solugoes procuradas

A Az

x4 = Ssen(wit + 1) — 42 sen(wat + p2),
rp = S-sen(wit + ¢1) + 52 sen(wat + p2).

Dependendo das condigoes iniciais podemos ter solu-
goes do tipo z(t) = a1 sen(wit+p1) de frequéncia angular
w1 = £ oux(t) = as sen(wat+¢2) de frequéncia angular
wo = %, ou ainda com as frequéncias acopladas z(t) =

ay sen(wit + 1) + az sen(wat + @2).

13



