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1/2020 — T21 (IF) e T42 (IME)
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Lista 1

Gabarito — Exercicios impares

1) Sejam A=(3,2,0),B=(0,3,-2) e C=(4,3,2) pontos do espaco. Determine o ponto
D tal que:ﬁ = AB + AC.

Seja D = (x,y,z) o ponto pedido.
Sendo D tal que: AD = AB + A—C>, tem-se:
0D — 04 = (ﬁ — ﬁ) + (ﬁ - m) (em termos de coordenadas: 0P = P)

D—A=(B—-A)+ (C—A) (propriedades da adi¢do de vetores)
D=B+C—-A

D=1(0,3-2)+(43,2)—(3,2,0)
D =(1,4,0)
Ou, sendo:

AB=0B—-0A=B-A=(-31,-2)
AC=0C-04A=C-A4=(1,1,2)

AD = AB + AC

0D — 04 = 4B + AC

D=A+AB +AC = (3,2,0) + (=3,1,-2) + (1,1,2) = (1,4,0)

Resposta: D = (1,4,0)

Representacdo grdfica: (observe que como AD é o vetor soma de AB e AC,
corresponde ao quarto vértice do paralelogramo de lados AB e AC; note ainda que
D pertence ao plano OXY.)
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3) Suponhau =(1,—-1,3), v =(2,1,3)ew = (—1,—1,4).

a) Verifiqgue se U é combinacdo linearde v e w.

Se U é combinacdo linear de ¥ e W entdo existem escalares a e b tais que:

U =av+bw

Assim:
(1,-1,3) =a(2,1,3) + b(—-1,—-1,4)
2a—b=1
a—b=-1

3a+4b = 3
S.l. = Sistema Impossivel (Por qué? Verifique que os valores de a e b que

satisfazem as duas primeiras equacgOes, ndo satisfazem a terceira.)

Logo: % ndo é combinacdo linearde v e w.



Interpretagdo geométrica:
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® 0=(0,0,0) -3
® A=(1,-1,3) o
®B=(21,3) B F

® C=(-1,-1,4) T
® :7x-11ly-z=0

_ L, — —

Os vetores U = 0OA, v = OB e w = OC n3o s3o coplanares (A={u, ¥, w} é LI).

(OBC determinam um plano a, e A € a. Qualquer combinacdo linear de

- - — A
v = 0B ew = OC resulta em um vetor coplanar com eles.
N3o é possivel obter .)

b) Escreva t = (4,0, 13) como combinacdo linear de i, ¥ e W. Verifique sua
resposta graficamente no Geogebra.

t=au+bi+ cw
(4,0,13) = a(1,-1,3) + b(2,1,3) + c(—-1,—1,4)

a+2b—c=4 (1)
—a+b—-c=0 (2)
3a+3b+4c=13(3)

Resolvendo o sistema:

De (1)+(2): 3b—2c =4 (4)

De 3.(2)+(3): 6b+c =13 (5)

De (4)+2.(5): 15b =30 = b =2 (6)

Subst. (6)em (5): 124+ c=13=>c=1(7)

Subst. (7)em(1):a+4—-1=4=a=1

Logo, S = {(1,2,1)}

Ef=U+20+w

De fato: (4,0,13) =1(1,-1,3) + 2(2,1,3) + 1(—1,-1,4)



Dizemos que os escalares a, b, c encontrados sdo as coordenadas do vetor em
~ Y . 7 d
relac3o a base A formada por i, v e w, isto é: t, = (1,2, 1).

Representagdo grdfica:
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®ou=|-1
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® v = 1
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® 0=(0,0,0)
® A=(1,-1,3)
® B=(2,1, 3)
® C=(-1,-1,4)
4
ot= 0
13

® textol = “t=u+2v+w’

5) Quais sdo a origem e a extremidade de um representante do vetor
BC+GR—-FA—-GC+FB? (Vocé nao vai precisar de figura para chegar a
respostal)

Usando as propriedades da adicdo de vetores (comutativa, associativa,
elemento oposto), tem-se:

BC+GR—FA—GC+FB=BC+GR+AF +CG + FB =
=AF +FB+BC +CG + GR = AR



7) Ache a soma dos vetores indicados em cada caso, sabendo-se que:
(a) ABCDEFGH é um paralelepipedo.
(b) ABCDEFGH e EFGHIJLM sdo cubos de arestas congruentes.
(c) ABCDEFGH é um cubo de centro O e esta dividido em oito cubos congruentes
por planos paralelos as faces.
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(a) AB + AH + AC = AB + BG + GF = AF
Ou ainda:
(AB + 4H) + AC = AG + GF = AF

(b) (BH + HE + EF + FG) + BG + MI = BG + (BG + GF) = BG + BF =
= BF+FL=BL
Ou ainda:
(BH + HE +EF) + (FG + Mi) + BG = BF + 0 + BG = BF + FL = BL

(c) %ﬁ5+§ﬁf’+§Eﬁ+%ﬁ+%§ﬁ=%(§ﬁ+ﬁﬁ+5§+ﬁ—é+ﬁ?)=
! (BG + DG + D) = X (2D6) = DG
2 2

9) No paralelepipedo da Figura (a), sejam % = AB, © = AH, w = AC. Obtenha
representantes dos vetoresi + B+ ¥ = 0 el + ¥ + w + 3 = 0. Indique quais
propriedades de vetores e suas operacdes vocé utilizou.

Ql

Aplicando as propriedades da adi¢cdo de vetores nas equacgdes dadas, tem-se:

i+0%+2=0 Ui+3+w+y=0.
X=-U—v=—(U+7) y=—U-v—-w=—-(U+V+W)
i+ 7=A4G
Logo, De 7(a), tem-se que (i + ¥ + W) = AF
X=-4G =GA Logo, ¥ = —AF = FA




11) Dados quatro pontos A, B, C e X tais que que AX = mXB. Exprima CX em funcao
de ﬁ’,ﬁ?’ em. C

CX =CA+ ﬁ, como AX = mﬁ, substituindo tem-se:
ﬁ = ﬁ’ + mﬁ, como ﬁ = R + ﬁ, tem-se:
CX =CA+ m(ﬁ + ﬁf), por propriedade de multiplicagdo por escalar, tem-se:

CX = CA +mXC + mCB , somando —mXC a ambos 0s membros e considerando
que mXC — mXC = 5, vem:

CX —mXC =CA+ mﬁ, e como —mXC = mﬁ, tem-se:
ﬁ + mﬁ = ﬁ’ + mﬁ?
(1+m) CX = CA+mCB
—_ 1 —_— —_—> 1 — m —= . , —_
Logo, CX = — (CA + mCB) = —CA+——CB ecomisso, obtém-se CX
m+1 m+1 m+1

como combinacgdo linear de CA e CB em em funcdo de m.

13) Sejam A, B e C pontos quaisquer, A #+ B. Prove que:
a) Xpertence areta AB se, e somente se, existem escalares a e (8 tais que
ﬁ=aa+ﬁ@ea+ﬁ =1
b) X pertence ao segmento AB se, e somente se, existem escalares a e f tais
queﬁ=aﬁ+BC—B>ea2 0, =0ea+pf =1

a) Supondo que X pertence a reta ;ﬁ, podemos dizer que X, A e B sao
colineares. Logo, os vetores AX e AB sio paralelos. Consideramos AX um
multiplo de AB.



o ponto X pode ser descrito como

X=kAB+ A

onde k é um valor real qualquer
entao

CX = C— (k.AB + A)
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CX = (1+k)CA-k.CB

temos entdo que
a=1+k

3=—k

a+8=14+k—k=1

Esta questdo serd retomada apods o Teste 1, quando sera introduzido o tdpico
de “equacdo vetorial da reta”.

15) Prove que o segmento que une os pontos médios das diagonais de um trapézio
é paralelo as bases, e sua medida é a semi-diferenca das medidas das bases.

D C

Sejam:
ABCD um trapézio qualquer, com AB e DC as bases paralelas (H1)
e M, N os pontos médios das diagonais AC e BD, respectivamente (H2).

Usando vetores podemos escrever:
MN = MA+AB + BN (1)

EE MN=MC+CD+DN (2



Fazendo (1) + (2), tem-se:
2 MN = MA + AB + BN + MC + CD + CM
Por (H2):
_ 1— —_— 1= 11— —_— 1=
2MN =ECA+AB +§BD +EAC+CD +§DB
Por propriedades da adicao de vetores, tem-se:
2W=A—B>+ﬁ, pois:%54>+%ﬂ‘> =0 e %ﬁ+%ﬁ= 5(vetores

opostos)

E como ﬁ = —ﬁ tem-se:

—_— —_ —_— —_ —_ 1—> —_
2MN =AB + (D = AB—DC=§(AB—DC)

Por (H1), AB e DC s3o paralelos (bases do trapézio ABCD), portanto o médulo
de sua diferenca é a diferenca de seus moédulos, ou seja,

||ﬂ?> — D—C>|| = ||ﬁ|| - ||D—C>|| Com isso, o mddulo de MN ou medida do
segmento MN é a semi-diferenca das medidas das bases do trapézio ABCD.

E como o vetor MN é multiplo de AB + ﬁ, ele é paralelo a ambas as bases.

17) Classifique o triangulo de vértices A = (2,3,1),B = (2,1,—-1) e
C =(22-2).

No tridangulo ABC, podemos definir os seguintes vetores:

AC=C-A=(0-1-3)
AB=B-A4=(0-2-2)
BC=C-B=(01-1)

Calculando o comprimento dos lados do tridangulo ABC:

|AC|| = V02 + (-1)% + (=3)? = V10
|4B|| = /02 + (=2)2 + (=2)2 = V8 = 2V2
IBC]| = 02 + 12 + (-1)2 =2

Logo, o tridngulo é escaleno (medidas dos trés lados diferentes)

Note que: (AB,BC) = 0.0 + 1.(=2) + (=1).(=2) = 0



E, portanto, o triangulo ABC é retangulo em B (reciproca do Teorema de Pitagoras)

De fato:

— 2 — 2 —2
l4c]” = [|aB]|" + |[BC]|
(V10)2 = (2v2)* + (V2)? © 10 = 4.2 + 2

® A=(2,3,1) fA[C~ v v v v
® B=(2,1,-1)

® C=(2,2,-2)

® b=3.16

® c=2.83

® a=141
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