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Exemplos de problemas bivariados

* Peso e altura das pessoas
* Intensidade da corrente e temperatura do circuito
* Dureza e tensao de ruptura de uma peca metalica

* Quantidade de cartdes de crédito e de celulares que uma pessoa
POSSUI

* Numero de filhos e gastos domeésticos de uma familia

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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Exemplo com variaveis discretas

Y X (dado 1)

(dado 2) 1 2 3 4 5 6
1 1/36 | 1/36| 1/36| 1/36| 1/36| 1/36
2 1/36 | 1/36| 1/36| 1/36| 1/36| 1/36
3 1/36 | 1/36| 1/36| 1/36| 1/36| 1/36
4 1/36 | 1/36| 1/36| 1/36| 1/36| 1/36
5 1/36 | 1/36| 1/36| 1/36| 1/36| 1/36
6 1/36 | 1/36| 1/36| 1/36| 1/36| 1/36

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes

Caso Univariado
> PG =1
Caso Bivariado

z P(x;,y;) =1

No exemplo ao lado

1

N PGy = og bt otz =1

36 36

36
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Exemplo com variaveis discretas
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Capac da X (CapacdalLinha 1)

Linha 2
Y 0 1 2 3 4 5
0 0 0,01 0,03 0,05 0,07 0,09
1 0,01 0,02 0,04 0,05 0,06 0,08
2 0,01 0,03 0,05 0,05 0,05 0,06
3 0,01 0,02 0,04 0,06 0,06 0,05

X

Y 0 1 2 3 4 5
0 0,01 0,03 0,05 0,07 0,09
1 0,04 0,05 0,06 0,08
2 0,05 0,05 0,06
3 0,06 0,05

P[X > Y] =?
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Exemplo com variaveis continuas

Um fabricante de lampadas esta interessado na demanda de seu
produto nos meses de janeiro e fevereiro. Sejam X e,
respectivamente, a demanda nesses dois meses. Supondo que Xe Y
seja uma variavel aleatoria bidimensional com seguinte funcao
densidade de probabilidade conjunta, determine o valor de “c”?

c ¢aso05.000<x<10.000e4.000 <y <9.000
O caso contrario

flx,y) =

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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y
9.000 b---------=""--"""-"""----—--
Volume do Sélido (Vol) =1
Vol = (Area da ba base) X Altura = 1
Vol = (5.000 X 5.000) xc =1
c = 25.000.00071
c=4x%x10"8
4000 f-----=---mmm e -

10.000 X
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|| reyyaxay =1

=00 X=00 y=9.000 x=10.000 y=9.000 x=10.000
f f f(x,y)dxdy = f f cdxdy =c f f ldxdy =1
Y=—00 X=—00 vy=4.000 x=5.000 vy=4.000 x=5.000
y=9.000 y=9.000 vy=9.000
c J x]2%500%dy = ¢ f (10.000 — 5.000)dy = 5.000 X ¢ f 1dy =1
vy=4.000 vy=4.000 vy=4.000

5.000 X ¢ X x]299¢ = 5.000 X ¢ x (9.000 — 5.000) = 25X 1076 x ¢ = 1

_1 _ -8
c = /25><10‘6_4X10

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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Exemplo 6.1.

Seja (X,Y) uma variavel aleatdria bidimensional cuja densidade de

probabilidade é dada por: f(x,y) = 83—0(x2 +xy)para0<x<2e

0 <y < 4 sendo zero no complementar desse retangulo. Calcule a
probabilidade de P|X + Y < 3]

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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P[X+YS3]=J (J f(x,y)dy)dx PRO
0 \J0o
5 rz r3—x 3 5
PIX+Y <3]= — (x* + xy)dy | dx
Jo \Jo 80
4 3y 3 , ] 3 : - 9 3—x
jo %(x + xy) Y=gl ¥ y|0 +x70
3
3 (3 — x)? 3
= _—(x2(3 - = —(—x3+9
80(x( x)+ x 5 ) 160( x> + 9x)
2
2 2
p[x+y<3]—f2 SENIE TP N B B I
) =27 ) 160t T T 160\ T 4 2
0 0
21
P[X+YS3]:%
0 —
0 1 3 4 5
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y:oo
fo(x) = j £ y)dy

y=—00

) = j f(x,y)dx

X=—00

10
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Exemplo 6.1.

Se f(x,y) = 83—0 (x% + xy) , determine f,.(x)

y= + oo y=+oo

3

frx(x) = f f(x,y)dy = f @(x2 + xy)dy

y=—o y=—0o A
f(x)z—f(x2+x)d =i x? |4+xy—2 =i(4x2+8x)
x 30 YO =g\ * Ylp T 30

0 0
3

o (x) = —x +—x

10
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Grafico de f,(x)

(3 3
—x?4+—x se0<x<?
f(x) =14 20 10 ==

0 caso contrario
1,6

1,2
0,8

0,4

D
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Exemplo 6.1. -

Se f(x,y) = = (x? + xy) , determine f, (¥)

X=400 X=400 3
fr(y) = J flx,y)dx = f %(x2+xy)dx
X=—00 X=—00
2 2 2
()_Bf(er yax = (2] 4y 5] ) =2 (842
[yy) =g | & Hay)dx = o5 3| y20_803 y
0

()_1+3
Sy =10+ 30”

13
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Grafico de f,,(¥)

(1 3

£, =170 70
L0 caso contrario

y caso0<y<4

0,8

0,4

D

-2 0 2 4 6
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Distribuicao Normal Bivariada

Distribuicdao Normal (unidimensional)

1/x—1\2
flx) = L 203 2L smew?
\ 21O \V21mo?

Distribuicao Normal Bivariada
. 1 ((x —u)? 20— p)(y-py) (- uy)>
_ 20-p7)\ o3 G0y 73
flx,y) 20,0,

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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Distribuicao Marginal de X h

fo(x) = f £, y)dy

+ 00 1 1 (X—Mx)z_Zp(x—lix)(y—ﬂy)_l_(y_l‘Y)Z
fe@) = f e 20PN o ) |dy

16
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Funcao de Distribuicao

Variavel unidimensional

F() = F(x) = P(X < x) = j F(O)dx

Variavel bidimensional

Xy
F(y) - Fx,y) = PX < Y <) = f f F(u, v)du dv

— 00 — 00

17
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Exemplo 6.1.

Seja (X,Y) uma variavel aleatdria bidimensional cuja densidade de

probabilidade é dada por: f(x,y) = 83—0(x2 +xy)para0<x<2e
0 <y < 4 sendo zero no complementar desse retangulo.

Determine F(x; y)

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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)
3
— < <
S fley) ={gg ¥ txy) se0=<x2el<y4
L0 caso contrario
) Xy X y
F(x,y) = f f F(u, v)du dv = f f
3 —00 —00 —00 \ —00
X 3 .
y
’ F(x,y) = f Y-
(x,y) 8O<uy+u2>du
: 1
F = 4
(x,y) = 320" 2y(4x + 3y)
0
0 1 2 3 A 5

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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%(u + uv)dv |du
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Funcao de Distribuicao

i 0<x<2e0<y<4
! 1

F — 2y (4
3

1 3
F — .3 Y 24,2
2 (x,y) g0 XYt 35Xy

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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Funcao de Distribuicao h

> x>2ey>4
4 F(x,y) =1
3 F(x=2y=4)=ix3y+ix2y2
’ 80 320

2 1 3

= —23X4+—2%x4?

80 320

1

_25+3><26_27+3><26_128+192_1
O 80 320 320 320 320

0 1 2 3 4 5

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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Funcao de Distribuicao h

5
0<x<2ey>4

4

F(x,y) = ! + — >
3 0Y) = go¥X Y T 350% Y

F(xy):F(xy:4):ix34+ix242
2 ' ' 30 320

1 3
_ - 3,2 2
1 F(x,y) 2Ox +20x
0
0 1 2 3 4 5

22
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Funcao de Distribuicao h

5
x>2e0<y<4
4
F( )—1 Lo
3 %,Y) = 5o XY T 350XV
F(xy)=F(x=2y)=i23y+ > 2%y°
) : ' 30 320
13
F =—y a2
: (Y =157 T80
0
0 1 2 3 4 5

23
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Propriedades da Funcao de Distribuicao

. 0<F(x;y)<1
ii. Afuncao é continua a direitade XeY

ii. lim F(x,y) =0; lim F(x,y) = 0; 11m F(x,y) =1

X——00 Yy ——00 X—+00
y—+00

V. F(a1 SXSbl,az Sysz)

— F(bl;bz) o F(alJbZ) T F(bll aZ) + F(al) aZ)

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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R Flay <x<by,a, <y <b,)

= F(by,b;) — F(ay, by) — F(by,a;) + F(ay, az)

F(ay, by) F(by,by)

25
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Independéncia

Considere as variavel aleatdria bidimensional (X,Y) e a funcdo densidade de
probabilidade conjunta f(x,y).

As variaveis X e Y serao consideradas independentes se

flo,y) = fx(x) X fy(y)

Pode-se também demonstrar que, se X e Y sao independentes, propriedade
semelhante em relacao a funcao de distribuicao também existe

F(x,y) = Fx(x) X Fy(y)

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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Exemplo 1

Considere a seguinte variavel aleatoria bidimensional
_JxeX0*) e <x<0el <y <o
flx,y) = y
0 caso contrario

X e Y sao independentes ?

27

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes



T
f@; % Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo
&3?} Departamento de Engenharia de Producao
<
PRO

fl,y) = fx(x) X fy(y)

fo () = j F(xy)dy = j xe X0+ gy
J )

fazendoz =y + 1,temos quedz = dy,sey=0—->z=1,esey =0 -z =0

0] 0]
0]
fxe‘x(y“)dy = f xe *2dz = —e¥?| =e7¥
1
0 1

fx(x) =e™*

28
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fl,y) = fx(x) X fy(y)

o
1 X=00

+00
fr(y) = j fQx,y)dx = J xe XUt dy = OEENE —e*¥(y+1) .
— 00 0

1
(y + 1)°

fry) = (—e® +e?%) =

(y +1)°

29
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fx(x) = e_xl
fry) =

(y +1)?

—X

fx(x) X fy(y) = (ye+ 2 £ xe X0+ = f(x,y)

Portanto, X e Y ndo sao independentes !!

30
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Exemplo 2

Considere a seguinte variavel aleatoria bidimensional
flx,y) = Alye XY se)<x <wel <y <o
' 0 caso contrario

X e Y sao independentes ?

31
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fl,y) = fx(x) X fy(y)

+ oo 0 o
fx () = f fQx,y)dy = j AuPye” W dy = 2?2 f ye e Hdy
— 00 o 0 o 0
frx(x) = AuZe=** j ye #dy = Aue~* j yue #dy =
0 0

O “truque” para resolver esta integral é perceber que ela corresponde ao valor

esperado de uma variavel exponencial Y (E[Y]) com parametro p (e ndo A, como é
o usualmente representado). Sabemos que E[Y] = 1/,

fx(x) = Aue"lxi = le ** (que é uma distribuicdo exponencial)

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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o) = j F(x,y)dx = j A ye-OxHi) gy

fr) = Ay f e~ e~V dx = pPye HY f e~ dx
0 0

X=00 1 1
— 12vo—HY (p—AX — 112y~ HY _
fr(¥) = u?ye ™ (e*) _ =uye <e°° . O)

fr(y) = u?ye ™

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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fx(x) = 2e™
fr(y) = u?ye™

fx(x) X fy(y) = 2e™ x uPye ™ = ApPye Y = f(x,y)

Portanto, X e Y sao independentes.

34
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E[XY] = E[X] X E[Y]

E[XY] = +f’° T xyf (x,y)dxdy = T T xyfx () fy (y)dxdy
E[XY] = TO Toxfx(x)yfy(y)dxdyz Toxfx(x)dx X TO}’fY(Y)dy

E[XY] = E[X] x E[Y]

35
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Covariancila

( +oo0
> i = 102 )
Variancia:Var[X] = o = 0% ={ ou
| G- mo?rax
VarlX] = E[X?] - (EIXD? |

Z(xi — ux) (i — uy) (X3, yi)

Covariancia: Cov|X,Y] = axy = 1 o voo ou
j j (= )y — py)f(x, y)dxdy
\—00 —00

36
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Covariancia
400 400
Covariancia: Cov|[X,Y] = f f (x — ux)(y — uy)f(x,y)dxdy

Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y] = E[XY] — uyuy

Se X eY sdo independentes, E[XY]| = E[X]|E|Y] -» Cov|X,Y] =0

37
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Exemplo
Considere a seguinte variavel aleatoria bidimensional

24xy se0<x<1;,0<y<1l,x+y<1
0 caso contrario

flx,y) =

Qual é a covarianciaentre X e Y?

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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Covariancila

Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y] = E[XY] — uxpty

+00 +00
Exvl = [ [ avreydxay
11-x 11-x 1
=jf xy24xydydx=jj 24x2y2dydx:8jx2(1—x)3dx
0 0 0 0 0
EIXY] = —

39
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Covariancia
Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y]

2
E[XY] = —

E[X] = [T xfy(x)dx ElY] = "7y (n)dy

40
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Distribuicao Marginal de X h

+ 00 1—x

)= | faydy= | 24xydy = 12x(1 - 7
—00 O

+ 00 1 1
E[X] = f xfy(x)dx = flex(l — x)%dx = f 12x%(1 — x)?%dx

—00 0 0

1 1

12x° 2

E[X] = f 12x% — 24x3 + 12x%*dx = [4x3 — 6x* + . ] =<

4 0

41
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Distribuicao Marginal de Y h

+ 00 1-y

)= flydx= j 2axydx = 12y(1 — )2
™ ,

+00 1 1
ElY] = f yiy(y)dy = fylZy(l —y)?dy = J 12y%(1 — y)?dy

Ea ’ J

! 1

12y5] 2

ElY] = f 12y% — 24y3 + 12y*dx = [43/3 — 6y* + Sy ] =<

0 0

42
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Covariancia

Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]E[Y]

E[XY] == E[X] == E[y] ==

43
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Covariancia: interpretacao

Hx Hx H

Cov[X,Y] >0 Cov[X,Y] =0 Cov[X,Y] <1

44
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Coeficiente de Correlacao

Cov|X,Y] Cov|X,Y]

Pxy = =
0x X0y /Var[X] X Var[Y]
_1 S ,0 XY S +1 Lty fffffffffffff
Hx
pxy =0

Hy
My
pxy >0
W
Hx
Pxy <1

45
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Probabilidade condiciona

P(A N B)
P(A|B) = P(B)
Distribuicao condicional
fylx) = AA)

fx(x)

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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Exemplo

f(x,y) = 21x%y3 paravaloresdexeytaisque0 <x <y < 1
fxly) =?

fylx) =?




PRO

f(x|y) =?
+a0 y
() = f F(x,y)dx = f £, y)dx
— 00 0

fr(y) = 7y°

fnx)  21x%y® 22,3
) 7y Y

flxly) =

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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fylx) =?

+ oo 1
Fo () = f F(x,y)dy = f £, y)dy

21x%(1 —x%)
4

_fx)  21x%y? 4y°
f ) = fir(x)  21x2(1—x% 1 —x*
)

fx(x) =

Prof. Dr. Renato de Oliveira Moraes
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Esperanca Condicional

+ 00
BIYIX =2l = | yfOlody
No caso unidimensional era: t oo
E[Y] = f vf(y)dy
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ElY|X = x| =

+ 00 1

EIY|X =x] = f yf(y|x)dy = fy

3

1— x4

dy
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