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Profa. Daniela - licenciatura noturno
Solugdo quinta lista de exercicios

(1) Dados a, b > 0, mostre que existe ¢ # 0 tal que a*=b"*, para todo x € F.

Solugao: Como a e b sdo dados, sendo a,b > 0 podemos tomar ¢ = logpa.

¢ =logpa. = a=b" = a*=b"*, para todo x € F.

(2) Dados a, b > 0, considere f(x) =a" e g(x) =b", para todo x € R. Mostre que se existe xo € R, Xo
# 0, tal que f(x0) = g(xo) entdo f(x) = g(x), para todo x € R, ou equivalentemente, a = b.

Solucio: f(xo) = g(xo0) = a"’ =b"’, como a fungdo logax ¢ a inversa da funcdo f:
Paraa#1

a"%= b = x¢=1logab™® = xo=x0.logab,
como x¢ # 0, podemos dividir os dois lados por xo:

X0 = X0 .logab = 1=logab = a1=b = a=b.
Para a=1
1= p* = 1=b", como x0#0,b=1 = a=b.

(3) Com um lapis cuja ponta tem 0,02mm de espessura, deseja-se tracar o grafico da fungao f(x) =

X r s A P . . . , . . .
27 . Até que distancia a esquerda do eixo vertical pode-se ir sem que o grafico atinja o eixo
horizontal?

Solugiio: Sabemos que o grafico da fungio exponencial f(x) = 2* vai se aproximando do eixo
horizontal conforme o x decresce, porém sem nunca tocé-lo.

Podemos considerar a ponta do lapis como um circulo de raio 0,01 mm, entdo quando tragamos o
grafico o centro do lapis estard no ponto (x,y) e a espessura sera um erro de medida, dado um xo,
nao teremos um valor exato para f(Xo), visualizaremos um valor entre [f(x0) — 0,01 ; f(x0) + 0,01].
Esse erro na visualizagdo farda com que tenhamos a percepc¢ao de que o grafico estd mais perto do
eixo das abcissas.

Por tanto, o ponto onde o grafico atinge o eixo horizontal serd o ponto (X, f(x)) tal que f(x) = 0,01
Desenvolvendo:

2% =0,01 = x =10g20,01= x = 10og0,01/log2 :>10g10'2/10g2 = x =-2/log2 = x~- 6,644mm
A distancia a esquerda do eixo vertical (0,f(x)) até o ponto (-6,644,0) ¢ 6,644, onde o grafico
atingird o eixo horizontal.

(4) Encontre a funcdo f(x) =c¢ - a* cujo grafico ¢ dado:

Solucio:
(@) f(0)=6=c-a’=6 = c=6
f(3)=24 = 6a’=24 = a’>=4 = a =4



Por tanto, f(x) = 6-(*\4)*
(b) f(0)=2 = ¢ - a%=2 = =2

f(2)=2/9 =2 2a’°=2/9 =2 a>=1/9 > a=1/3
Por tanto, f(x) =2-(1/3)*

(5) Prove que uma fungio do tipo exponencial, isto é f(x) =c - a* , fica determinada quando se

conhecem apenas dois de seus valores. Mais precisamente, se f(x) =c - a* e g(x) =d - b" sdo tais
que f(x1) = g(x1) e f(x2) = g(x2), com x; # X2, entdloa=bec =d.

Solucio: f(x) = g(x1) = c-a”' =d-b*"! = c/d = (b/a)™!
f(x2) = g(x2) = c:a”2 =d-b"?= c/d = (b/a)™?

Entio (b/a)*! = (b/a)*?

Como X # X2, entdo b/a=1 = b=a e, como c¢/d = (b/a)*' = c¢/d = 1 = c=d.

(6) Uma cultura de bactérias cresce segundo a lei N(t) = alOM, onde N(t) ¢ o numero de bactérias
em t horas, t > 0, o e A s30 constantes positivas. Se apos 2 horas o nimero inicial de bactérias N(0)
=10.000 ¢ duplicado, qual serd o nimero de bactérias apos 6h?

Solugiio: Temos que N(0) = 10.000 = «10™°=10.000 = ¢=10.000

e N(2) = 2:10.000 = 010™=2-a = 10™=2 = A= (log2)/2
Pede-se N(6), N(6) = 10.000-10%1°222 = N(6) = 10.000-10°'°% = N(6) = 10.000-(10"°%?)’
Lembrando que al0%ab_,

Entdo: N(6) = 10.000-(10"°%%)> = 10.000-(2)> = 80.000

(7) Um computador desvaloriza-se exponencialmente em funcdo do tempo, de modo que o seu

valor y, daqui a x anos, seray =A - k™ , onde A e k sdo constantes positivas. Se hoje o computador
vale R$5.000, 00 e valera a metade daqui a 2 anos, qual sera seu valor daqui a 6 meses?

Solucdo: Tomando y como f(x), temos que f(xo) = 5000 = A - kK™ = 5000

e f(xo+2) = 2500 = A - K2 =2500 =2 A - K- k2 = 2500 = 5000 k2 =2500 = k=\(%)
Pede-se f (%), f(xo+s) = A - K*0712 = f(xot1s) = A - K*0- k2 = f(xo+15) = 5.000 V(1)
=5.000 *V(1%) = 4204,5 reais.

(8) Considere a equagio 2* + m 2 * —2m —2 = 0.
(a) Resolva a equacdo param = 1.

Solugiio: 2* + 1:22X=2:1-2=0= 2+ 2%/ 2= 4=0, como 2 £ 0



X+ 22/ 2X—4=0= 2%+ 4-42%=0
chamando 2* dek, parak >0, k+4—-4k=0= (k-2)>’=0= k=2
Entéo temos que 2*=2 =x =1

(b) Determine todos os valores de m para os quais a equagao tem uma unica raiz real.

Solugiio: 2* + m 2° ™ —2m —2=0= 2"+ m 2%/ 2* - 2m- 2 =0, como 2* # 0

2%+ m2% 2X-2m-2 =0 = 2%+ 4m — 2m-2% - 2:2X =0 = (2¥)*+ 4m — 2X2m+2) =0
chamando 2* de k, para k > 0, k? + 4m —k(2m+2) = 0.

k=2%, ¢ uma fungdo injetora e, portanto cada valor de k sera correspondente de no maximo um

elemento de seu dominio (x).
Portanto, para que a equagao apresentada tenha apenas uma unica raiz real ¢ necessario que a

equacio de 2 grau k> + 4m —k(2m+2) = 0, com k > 0 , tenha apenas uma Unica raiz real.

Uma equagdo de 2°grau pode ter até 2 raizes reais. Como o dominio esta limitado a k > 0, teremos 2
casos em que a equagao sé terd uma raiz real:
1) Sem limitar o dominio temos que o nimero destas raizes depende do discriminante(delta). Sendo
A> 0 (a equacdo tera duas raizes reais)
A =0 (a equacdo tera uma unica raiz real)
A <0 (a equagdo ndo tera nenhuma raiz real)
Esta relagdo pode ser explicada pela formula de bhaskara que nos permite encontrar as raizes de

uma equagdo de 2 grau.
Entdo temos que A= 0 = (-2m-2)?- 4(1)(4m) = 0 = 4m*+8m+4-16m =0 = (2m-2)>=0
>2m-2=0>m=1

2) Temos que como k > 0 , caso exista um valor de m para o qual uma das raizes da equacdo k*+
4m —k(2m+2) = 0, seja menor ou igual a zero e a outra seja positiva, s teremos uma raiz no
dominio.

Trabalhando, por tanto, com A> 0, tal que x1<0 e x>>0o0ux2<0e x>0
A>0 = (-2m-2)?- 4(1)(4m) > 0 = 4m*+8m+4-16m > 0 = (2m-2)*> 0
> {meR : m#1}

x =-(2m-2) £ V2m-2)2 = x; =2m+2 + V2m-2)? e x2 =2m+2 -V(2m-2)?
2-1 2-1 2-1

=>X1=2m € X2 = 2

Como x>0, x;<0=>2m<0=>m<0

Entdo os valores de m para os quais a equacao tem uma unica raiz real sio m< 0 e m=1.

(9) A fungdo f(x) = a + 2°"¢ possui imagem igual ao conjunto | — 1, +oo[, e o grafico de f passa
pelos pontos (1, 0) e (0, — 3/4). Determine os valores a, b e c.

Soluc¢ao: Temos que a fun¢do 295 tem imagem ]0, +oo[ , entdo conforme o valor de x decresce o
grafico se aproxima do eixo horizontal sem nunca toca-lo, ao somarmos “a” a esta a fun¢do o
grafico se desloca verticalmente uma unidade para baixo, sendo | — 1, +oo[ a imagem da fung¢ao f(x)
=a+ 2" portantoa=-1.



Temos que f(0) =-3/4 = -1 +2°07¢=3/4 5 2°=1, 2 2°=22 5 ¢c=2
f(1)=0=-1+222=0=22%22=1=2°=223b=2
Portanto,a=-1,b=2¢ c=-2.

(10) Se f(x) = 22! ¢ f(a) = 4f(b), determine a relagdo entre os valores a e b.

Solugdo: f(a) = 4f(b) = 2231 = 4220t = 2231 = 222041 5 P28¥1 = 9203 5 Dat] = 2b+3
= a=Db+1.

(11) Uma quantidade fixa de um gas ideal ¢ mantida a temperatura constante, e seu volume varia
com o tempo de acordo com a fungdo V(t) = log2(5 + sen(mt)), 0 <t <2, em que t ¢ medido em

horas, V (t) é medido em m°>. Determine em que instante, no intervalo [0, 2], o volume atinge seu
valor minimo.

Solugao: Como a fun¢do log2(x) € crescente, temos que V(t) = log2(V(t) = log2(5 + sen(mt)) atingirad
seu valor minimo quando 5 + sen(nt) for minimo, ou seja sen(nt) = -1( minimo da fun¢do seno),
parat € [0, 2], entdo 0 < mt < 2.

Neste intervalo, o sen(nt) atinge seu valor minimo somente quando it = 37/2 = t =3/2.






