
  

Robôs Móveis

Mapeamento e localização 
simultâneos (SLAM)
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SLAM

•Simultaneous Location And Mapping

•Pose do veículo e ambiente são 
desconhecidos.
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SLAM
• Um robô explora um ambiente 

desconhecido e estático.

• Dados:

– Ações do robô

– Observações do ambiente

• Estimar:

– Características (marcos) do 
ambiente

– Trajetória do robô
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SLAM - Aplicações
Internas

Espaço

Submarino

Subterrâneo
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Tipos de mapas
• Mapas de grade ou varredura

[Lu & Milios, 97; Gutmann, 98: Thrun 98; Burgard, 99; Konolige & Gutmann, 00; Thrun, 00; Arras, 99; Haehnel, 01;…]

Baseados em marcos
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Sensores - Visão
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SLAM – Dificuldade central
Trajetóra e mapa desconhecidos 

Erros de trajetória criam erros de mapa e vice-versa!
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SLAM

•SLAM Offline:

•Slam Online.

Integrais feitas passo-a-passo

),|,( :1:1:1 ttt uzmxp

Estima trajetória completa e mapa.

121:1:1:1:1:1 ...),|,(),|,(   ttttttt dxdxdxuzmxpuzmxp 

Estima posição mais recente e mapa.

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006
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SLAM Online

121:1:1:1:1:1 ...),|,(),|,(   ttttttt dxdxdxuzmxpuzmxp 

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006
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SLAM Offline

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

),|,( :1:1:1 ttt uzmxp
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SLAM – Abordagens tradicionais

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

● Casamento de varreduras (scan 
matching)

● EKF SLAM
● Fast-SLAM
● Mapeamento probabilístico.
● Graph-SLAM, SEIFs
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SLAM – Scan Matching

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

● Maximizar a verossimilhança da i-gésima posição e 
mapa relativos a posição anterior e mapa.

Mapa é gerado pela sobreposição de mapas com 
posições conhecidas (aula anterior).

 )ˆ,|( )ˆ ,|( maxargˆ 11
]1[



  ttt
t

tt
x

t xuxpmxzpx
t

Movimento do robôMedição atual

Mapa até o momento
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EKF-SLAM

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Extended_Kalman_filter( t-1, t-1, ut, zt):

1.  Previsão:
2.       
3.   

4.  Correção:
5.       
6.  
7.  

8.  Retorne t, t      

),( 1 ttt ug 

t
T
tttt RGG   1

K t=Σt H t
T
(H t Σ t H t

T
+Q t )

−1

))(( ttttt hzK  

tttt HKI  )(
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EKF-SLAM

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

● Mapa 2d com N marcos: estimativa de posição e 
estado representada por Gaussiana de (3+2N) 
dimensões.
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EKF-SLAM

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

● Hipótese de associação única de marcos com 
observações. Associação é um problema!
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EKF-SLAM

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Mapa              Matriz de cov.
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EKF-SLAM

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Mapa              Matriz de cov.



   18

EKF-SLAM

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Mapa              Matriz de cov.
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EKF-SLAM – Associação conhecida

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

1.  

2.
3. Para cada marco observado j faça:
4.     Se é a primeira observação de j:
5.        Adicione j ao estado            (prior apropriado)
6.
7.       
8.   
9.  Retorne 

μ̄t
(0)
=f (ut , μt−1)

Σ t
(0 )
=Gt Σ t−1Gt

T+Rt

K t
( j)
=Σt H

j
t
T (H j

t Σ t H
i
t
T+Q t

j
)−1

Σ̄t
( j)
=( I−K t

( j)H t
( j)
)Σt

( j−1 )

Previsão: Mapa é inalterado aqui

μ̄t
( j) , Σ̄t

( j)

μ̄t
( j)
= μ̄t

( j−1)
+∑ j

K t
( j)
( zt
( j)
− ẑt

( j)
)

μ̄t
(n) , Σ̄t

(n)
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(E)KF-SLAM

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Para o caso linear vale:
O determinante de qualquer sub-matriz da matriz 
de covariância do mapa é monotonicamente 
decrescente com o aumento de observações.

No limite as estimativas de marcos tornam-se 
completamente correlacionadas.

[Dissanayake et al., 2001]
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EKF-Slam: Exemplo
Robô de duas rodas. Posição x, y e orientação θ.

Modelo cinemático. Perímetro de rodas p=1, largura 
entre rodas l=1.

Rotação esquerda, direita: ωe, ωd (rad/s). Δt=1s

θt=θt−1+Δθ+ϵθ

x t=x t−1+r t (sin Δ θt cosθt−1− (1−cosΔθt ) sinθt−1 )+ϵx

Δ θt=
ωdt−ωet

2π
, r t=

(ωdt+ωet)

2(ωdt−ωet)

y t= y t−1+r t (sin Δθt sinθt−1+ (1−cosΔθt )cosθt−1)+ϵ y
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EKF-Slam: Exemplo
Suponha que o robô identifica marcos rotulados (ou seja, 
associação conhecida) e mede distância e ângulo com erros 
gaussianos de covariância 0.252 e (2,5)2 respectivamente.
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EKF-Slam: Exemplo
μ0=[

0
0
0
0
] Σ0=[

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

] U 0=[2 ,356
3 ,927 ]

Gt=[
dxt
dxt −1

dx t

dyt− 1

dxt
d θ t−1

dyt
dxt −1

dy t

dyt− 1

dyt
d θ t−1

dθ t

dxt −1

d θ t

dyt− 1

d θt
d θ t−1

]=[1 0 −0,0466 cos θt−1−0,371 sin θ t−1

0 1 0,371 cosθt −1−0,0466 sin θ t−1

0 0 1 ]

μ1=[
0,498

0,061752
0,25 ] Σ1=[

0 ,01 0 0
0 0 ,01 0
0 0 0 ,04]

Observações:
1. Marco “5” em (-0.6857, -0.117)
2. Marco “9” em (0.654, -0.11).
- Coord. Cartesianas no ref. do robô

μ1=[
0 ,498

0 ,061752
0 ,25

0
0
0
0

]
Novos estados (Valores iniciais irrelevantes, U >> 1)

Σ1=[
0,01 0 0 0 0 0 0

0 0,01 0 0 0 0 0
0 0 0 ,04 0 0 0 0
0 0 0 U 0 0 0
0 0 0 0 U 0 0
0 0 0 0 0 U 0
0 0 0 0 0 0 U

]
H t

1
=[

1 0 0.42775 cos(0,25) sin (0 ,25) 0 0
0 1 −0.904 cos(0,25) −sin (0 ,25) 0 0
1 0 −0.8816 0 0 cos(0,25) sin (0,25)
0 1 −0.472 0 0 cos(0,25) −sin(0,25)

] Qt
1
=[

0.0607 0.01 0 0
0.01 0.0266 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

]
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(E)KF-SLAM exemplo

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006
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(E)KF-SLAM exemplo

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006
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(E)KF-SLAM exemplo

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006
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EKF-SLAM – Associação conhecida?

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

1.  

2.
3. Para cada marco observado j faça:
4.     Se é a primeira observação de j:
5.        Adicione j ao estado            (prior apropriado)
6.
7.       
8.   
9.  Retorne 

μ̄t
(0)
=f (ut , μt−1)

Σ t
(0 )
=Gt Σ t−1Gt

T+Rt

K t
( j)
=Σt H

j
t
T (H j

t Σ t H
i
t
T+Q t

j
)−1

Σ̄ t
( j)
=( I−∑ j

K t
( j)H t

( j )
)Σ t

( j−1)

Previsão: Mapa é inalterado aqui

μ̄t
( j) , Σ̄t

( j)

μ̄t
( j)
= μ̄t

( j−1)
+∑ j

K t
( j)
( zt
( j)
− ẑt

( j)
)

μ̄t
(n) , Σ̄t

(n)
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EKF-SLAM – Associação conhecida?

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

1.  

2.
3. Para cada marco observado j faça:
4.     Se é a primeira observação de j:
5.        Adicione j ao estado            (prior apropriado)
6.
7.       
8.   
9.  Retorne 

μ̄t
(0)
=f (ut , μt−1)

Σ t
(0 )
=Gt Σ t−1Gt

T+Rt

K t
( j)
=Σt H

j
t
T (H j

t Σ t H
i
t
T+Q t

j
)−1

Σ̄ t
( j)
=( I−∑ j

K t
( j)H t

( j )
)Σ t

( j−1)

Previsão: Mapa é inalterado aqui

μ̄t
( j) , Σ̄t

( j)

μ̄t
( j)
= μ̄t

( j−1)
+∑ j

K t
( j)
( zt
( j)
− ẑt

( j)
)

μ̄t
(n) , Σ̄t

(n)

Os valores de Q, H e ẑ dependem da

escolha de um marco apropriado

no mapa!
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EKF-SLAM – Associação desconhecida

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Seja i o índice do marco observado.
j(i) é o índice correspondente ao marco.
Em um determinado instante, há Nt

(i) marcos no mapa.

Há a possibilidade de que um marco ainda não tenha sido 
observado!
Se i nunca foi observado (marco novo), 

• Nt
(i)=Nt

(i-1)+1     j(i)=Nt
(i)
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EKF-SLAM – Associação desconhecida

Como fazer a determinação de j(i)?
Abordagem de máxima Verissimilhança.
Seja mt

(i-1, j(i)) o marco de índice j(i) no mapa mt
(i-1) (note que 

o mapa é também atualizado a cada medida).
j(i) deve maximizar p(zt

(i)| xt
(i-1), mt

(i-1, j(i)))).

Ψ t
(i−1 , k )

=H t
(i−1 ,k )

Σ̄t
(i−1)
[H t

(i−1 ,k )
]
T
+Q t

Ψ t
(i−1 , N t

( i−1)
+1)
=α

j (i)=
argmin Ψ t

(i−1 , k )

k
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EKF-SLAM – Associação desconhecida

α é um parâmetro do algoritmo relacionado com a 
probabilidade de se encontrar um novo marco.
Se todos os pesos de ψ são menores do que α, o marco 
deve ser considerado inédito.

Ψ t
(i−1 , k )

=H t
(i−1 ,k )

Σ̄t
(i−1)
[H t

(i−1 ,k )
]
T
+Q t

Ψ t
(i−1 , N t

( i−1)
+1)
=α

j (i)=
argmin Ψ t

(i−1 , k )

k
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EKF-SLAM – Associação desconhecida

α é um parâmetro do algoritmo relacionado com a 
probabilidade de se encontrar um novo marco.
Se todos os pesos de ψ são menores do que α, o marco 
deve ser considerado inédito.

Ψ t
(i−1 , k )

=H t
(i−1 ,k )

Σ̄t
(i−1)
[H t

(i−1 ,k )
]
T
+Q t

Ψ t
(i−1 , N t

( i−1)
+1)
=α

j (i)=
argmin Ψ t

(i−1 , k )

k
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EKF-SLAM – Associação desconhecida
Note que a associação da observação i deve ser feita após 
a autalização de todo o estado (inclusive o mapa) pela 
observação i-1.
Aparentemente este passo tem complexidade O(N).
Estruturas de dados (kd-tree) permitem reduzi-la a O(log N)

Ψ t
(i−1 , k )

=H t
(i−1 ,k )

Σ̄t
(i−1)
[H t

(i−1 ,k )
]
T
+Q t

Ψ t
(i−1 , N t

( i−1)
+1)
=α

j (i)=
argmin Ψ t

(i−1 , k )

k
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EKF-SLAM – Associação desconhecida
Para um conjunto de observações em um instante t, 
múltiplas observações podem estar relacionadas com o 
mesmo marco (isso é um problema?).
Observações espúrias podem poluir o mapa.

Mitigação → Adicionar a cada marco no mapa um 
contador. Se o marco for observado, incremente. Se 
não foi e deveria ser, decremente. Limpe o mapa 
retirando marcos com contador abaixo de um 
determinado limite.
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FastSlam

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006
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EKF-SLAM  
Associação 
desconhecida

Robo 2d com observações 
de (r, θ)
Reproduzido de Thrun et al. 
Probabilistic Robotics 2006.
Cap. 10.
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Fast-SLAM – Filtro de Partículas

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Representa distribuições por amostras

Estima processos não-gaussianos não lineares.

Princício da reamostragem por importância:

Gere uma nova geração de partículas.

Atribua um peso de importância a cada partícula

Reamostre com o peso.
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Fatoração do Posterior

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

SLAM posterior

Posterior da trajetória Posterior do mapa

(Murphy 1999)

poses mapa observações & comandos

(Murphy 1999)
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Fatoração do Posterior

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

(Murphy 1999)

. . .

Marco 1

observações

Trajetória

Comandos

x1 x2 xt

u1 ut-1

l2

l1

z1

z2

x3

u1

z3

zt

Marco 22

x0

u0 
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Fatoração do Posterior

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

(Murphy 1999)

Posterior da Trajetória Marcos 
condicionalmente 

independentes
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“Rao-Blackwellização”

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Supondo que o 2o termo possa ser calculado de 
forma eficiente, Filtros de partículas tornam-se 
viáveis.
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FastSlam - Previsão

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Particle #2Partícula #3

Marco #1
(EKF)

Marco #2
(EKF)

Partícula #3

Partícula #2

Partícula #1
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FastSlam - Correção

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Particle #2Partícula #3

Marco #1
(EKF)

Marco #2
(EKF)

Partícula #3

Partícula #2

Partícula #1
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FastSlam – correção

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Particle #2Partícula #3Partícula #3

Partícula #2

Partícula #1 Peso = 0,8

Peso = 0,4

Peso = 0,1
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FastSlam – Complexidade?

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

● Atualizar partículas baseadas 
no controle ut-1

● Incorporar observação zt nos 
filtros de Kalman (assoc. 
desconhecida)

● Reamostrar conjunto de 
partículas

O(M)
Tempo constante por partícula

O(M log N)
Tempo log. por partícula

O(M log N)
Tempo log. por partícula
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Problema da associação de dados

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

● A qual marco corresponde 
cada observação?

● Um SLAM robusto deve 
considerar várias possíveis 
associações 

● Associações dependem do 
mapa e da posição do veículo
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Associação de dados: Multi-hipótese

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

Associação é feita de 
forma independente em 
cada partícula.

Deste modo o erro na 
posição do robô é retirado 
da decisão de associações
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Associação de dados por partícula

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

A observação foi gerada por
qual marco?

P(obs|vermelho) = 0.3 P(obs|azul) = 0.7

 Duas opções para associação
 Escolher a mais provável
 Sortear uma observação com pesos baseados na probabilidade.

 Se a probabilidade é baixa demais, crie um novo marco
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Associação de dados por partícula

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

 Problema: Criação de marcos em posições erradas.
Mesma solução do EKF: Criar contador para cada marco 

no mapa.
Incrementar quando o marco for associado a uma 

obs.
Decrementar quando não o for e deveria ser 

observado.
Remover de partículas marcos cujo contador cai para 

zero.
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FastSlam aprimorado (2.0)

Thrun et al. Probabilistic Robotics 2006

 Sortear a próxima partícula considerando a medição 
atual.
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Robótica Probabilística

Sebastian Thrun, Wolfram Burgard, and Dieter Fox. 2005. 
Probabilistic Robotics. The MIT Press.

“A robot that carries a notion of its own 
uncertainty and that acts accordingly
is superior to one that does not.”
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