SISTEMAS AUTONOMOS NO PLANO

Consideremos o sistema,

T = f(xay)
W {zJ:g(x,y),

sendo f, ¢ funcoes de clase C!' em um dominio Q C R2 Um sis-
temaa do tipo (1)) (f e g ndo dependem de t), é denominado sistema
autonomo.

Sejam (x1(t),y1(t)) e (x2(t), y2(t)) duas solugoes de tais que
(@1(t1), 91(t1)) = (22(t2), y2(t2)) -

Definindo (fg(t) 1 ( )) = <$2(t + (tg — tl)),ﬂfg(t + (tQ — tl))),,
teremos

To(t) = Do(t + (ty — 1))
= f(ma(l + (t2 — t1)), 2t + (t2 — 1))

= f(22(1), 9a(t))

e analogamente 3j(t) = g(Za(t), J2(t)).

Além disso, To(t1) = xa2(t2) = x1(t1) e P(t1) = waltz) = yi(t1).
Do Teorema de Existéncia e unicidade, segue que (Zo(t), 9o(t)) =
(21(1), 91(1)) = (22t +(ta—11)), a(t+(ta—1))) = (1 (2),
seja, as curvas 71 (t) = (21(t), y1(t)) e 72(t) = (22(t), ya(t)
apenas por uma translacao no tempo.

Date: June 22, 2020.
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FIGURE 1.
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FIGURE 2.

Portanto, no temos mais informacoes olhando as solucoes do sis-
tema ([1)) no espago(x,y,t), basta olhar no plano (x,y) e podemos
supor que a condicao inicial esta dada no instante t = 0. As curvas

solucao do sistema no plano sao denominadas orbitas ou trajetorias
do sistema.
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O objetivo da teoria qualitativa ¢ estudar o comportamento dessas
trajetorias. Para este objetivo ¢ especialmente importante encontrar
as solucoes especiais de dois tipos:

e Pontos de equilibrio,
e Orbitas periddicas.

1. PONTOS DE EQUILIBRIO

Definicao 1. Uma solugdo constante de (1)) (x(t),y(t)) = (zo, yo)
para todo t € R € denominada um ponto de equilibrio (ou ponto
singular) do sistema (|1)).

Se (xg, yo) ¢ um ponto de equilibrio do sistema (1)) entao:

2(t) = 0= f(a(t),y(t)) = 0= f(zo,40) = 0.

y(t) =0 = g(z(t),y(t)) = 0 = g(xo,yo) = 0. e reciprocamente,
ou seja

Proposigao 2. Um ponto (g, o) € R* é um ponto de equilibrio
do sistema (1)) se e somente se f(xg,y0) =0 e g(xo,yo) = 0.

Em vista desta proposicao, para encontrar as solucoes de equilibrio
do sistema , basta resolver uma equacao algébrica.

Exemplo 3. Consideremos a equacao de 2* ordem : ©—8xx = 0.
Fazendo y = = , obtemos o sistema:

=y
) {y' = 8zy,

Os pontos de equilibrio sao os pontos (x,y) tais que y = 0,
ou seja, 0s pontos do eixo x. Para as outras solucoes, supondo
T #0 (ou sejay #0), teremos a equagao:

d

dy

ay
_ dt —
dm_d_x_&v‘
dt
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FIGURE 3.
Seque que y(x) = 42* + K.

Para o estudo do sistema (|l) é importante entender o comporta-
mento das orbitas proximo dos pontos de equilibrio.

Definicao 4. Dizemos que um ponto de equilibrio é estdvel se,
dado € > 0 eziste 6 > 0. tal que, se d(x(0),y(0)), (xo,v0)) < O
entao d(x(t),y(t)), (xo,y0)) < €, para todo t > 0.

Definicao 5. Dizemos que um ponto de equilibrio é assintot-
icamente estdavel se, dado ¢ > 0 existe n > 0. tal que, se

?(:U(O% y(0)), (o, yo)) < entao d(z(t),y(t)), (zo, yo)) — 0, quando
— OQ.

Suponhamos agora que (xg, yg) seja uma singularidade isolada de
(1). Por uma conveniente mudanga linear de coordenadas, podemos
supor (zg, yo) = (0,0). Pela férrmula de Taylor temos

3) flx,y) = f2(0,0)x + £,(0,0)y + ri(x,y)
g([l?, y) - gx<07 O)il} + gy(ov O)y =+ r2<aj, y)
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sendo r1 e 1o funcoes do tipo of|x| + |y]).
Pode-se esperar que as solugoes do sistema (|1|) proximas da origem
se comportem da mesma maneira que as solucoes do sistema linear.

() {x = f2(0,0)x + £,(0,0)y

Y = 92(0,0)x + g,(0,0)y

Pode-se mostrar que isto de fato ocorre ‘genericamente, ou mais pre-
f2(0,0) £,4(0,0)
gx(07 O) gy<07 O)
todos parte real nao nula. Dizemos que a singularidade é hiperbolica
se 1sto ocorrer.

cisamente se os autovalores da matriz [ tiverem

2. ORBITAS PERIODICAS

Definigao 6. Uma solucdo y(t) = (x(t),y(t)) de (1)) € dita periédica
de perfodo T" se y(t +T') = ~(t) para todo t € R.

Ao contrario do que ocorre no caso de pontos criticos, a pesquisa
de orbitas periddicas nao pode, em geral, ser reduzida a um prob-
lema “algébrico” e pode ser bastante dificil. No caso do plano, porém
temos um resultado importante, o Teorema de Poincaré Bendizon
que da condicoes suficientes para a existéncia de orbitas periddicas.
Para enuncia-lo, precisamos de alguns conceitos e resultados prelim-
inares. Inicialmente, denotemos por

q)(ta P) - <x<t)7 y(t)>

a solugao de (1)) com condicao inicial: (x(0),y(0)) = (zo, yo) = P-.

Supondo que a solucao esteja definida para todo £ € R, O conjunto
v ={P(t, P), t € R} éentao a drbita passando por P. A semi
orbita positiva passando por P é entao v© = {®(¢, P), t € R*"}.
e analogamente definimos a sem: orbita negativa.
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Definicao 7. O conjunto
w(P) =w(y) ={(z,y) € R* ,3t, = +o0 t.q. (x,y)= lim ®(t,, P)}.

n—-+00

¢ chamado conjunto w-limite da érbita que passa por P.  Analoga-
mente definimos o conjunto a-limite da orbita que passa por P

afP) = a(y) = {(z,y) € R* ,3t, = —oco t.q. (x,y)= lim ®(t,, P)}.

n——oo

Alguns exemplos de w e o limites:

FIGURE 4.
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A proposicao seguinte apresenta algumas propriedades inportantes
para w limites. Valem propriedades analogas para os « limites mu-
tatis mutandis.

Proposigao 8. Se a semi orbita positiva v (P) € limitada, entao
o conjunto w-limite de P satisfaz:

(1) w(P) # 0,
(2) w(P) € compacto,

(3) w(P)é€ conerxo,

(4) w(P) € invariante, isto €, se P* € w(P) entdo a solu¢ao
(t, P*) € w(P) para todo t € R.

(P) atrai a solucdo P(t, P), isto é:

lim  dist (®(t, P),w(P)) =0

t—+o0

W
W
D
W

(5)

Uma consequencia importante desta proposicao é o seguinte

Corolario 9. Se lim;_,, o ®(t, P) = P, entao P é um ponto de
equilibrio.

Teorema 10. (Poincaré-Bendizon). Se a semi orbita positiva
yH(P) € limitada e w(P) ndo contém nehum ponto de equilibrio,
entdo w(P) é uma orbita periddica (vale resultado andlogo para

a(P)).

Definicao 11. Um ciclo limite é uma orbita periodica v contida
no w -imite de um ponto p & w(P).

Exemplo 12. Consideremos a equagdo : i+ (2u*+1%—2)i+u =
=y
y=—022*+y* -2y —x
Seja a funcio V : R*> — R, V(z,y) = 2° + y>. Entao temos

0, que € equivalente ao sistema:
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LV (), y(t) <0, sex® +y* =3 e FV(x(t),y(t) > 0, se
2> +y?> = 1. Seque que a semi orbita positiva de um ponto
PeQ={(x,y) e R? < z*+y* <3} permanece em Q . Como
() nao contém pontos singulares, seque do Teorema de Poincaré-
Bendizon que €) contém uma orbita periodica.
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