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Espaco-Tempo de
MinkoswskKi

e Uma vez que discutimos a interpretacao geométrica dada
as Transformacoes de Lorentz, vamos formalizar um
pouco essa visao a partir da formulacao de Minkowski
para o espaco-tempo e mostrar formalmente como as
Transformacoes de Lorentz podem ser vistas como uma
rotacao no espaco-tempo



Interpretacao
Geometrica

e Podemos inicialmente notar que as transformacoes de Lorentz:
X = Y(Xl —ﬁ'xo)
X = V(X()—ﬁ'xl)

e tem 0 mesmo formato de rotacoes em um plano x e y, visto
que uma rotacao em um plano é dada por:

x' = xcos ¢ + yseng

y' = ycos ¢ — xseng



Quadrado do intervalo

entre dois eventos

Também vimos anteriormente o quadrado do intervalo entre dois eventos 1 e 2:
(AS)* =(X =X ) —c* (b —1) =t —x) + (05 — )+ (x5 —x3)2 —c*- (i, — 1y)*

que no caso de considerarmos a variavel previamente definida, x, = ct, pode ser
reescrito como:

(AS)* = (xF —x{)* + (055 — )7 + (xF — x3)* — (% — x3)*

Essa é uma grandeza invariante segundo as Transformacgoes de Lorentz e se assemelha
ao modulo ao quadrado de um vetor em 4 dimensoes, a menos do sinal negativo em

frente a variavel x;,



Espaco-tempo
Quadridimensional

Se definirmos agora uma outra coordenada, chamada de X,
que € dada por:

Xy = Ict = 1x

ou seja, uma coordenada puramente imaginaria, o quadrado
do intervalo entre os eventos 1 e 2 sera dado por:

(ASlz)2=(x12—x11 2+(x22—)c21 2+()c32—x31 2+(xf—xi 2

Portanto, uma expressao idéntica ao modulo de um vetor,
porem em 4 dimensoes



Espaco-tempo
Quadridimensional

e Para facilitar os calculos, vamos considerar que os dois
eventos diferem apenas nas coordenadas X; € X,, Ou seja,

N2 .
(x2 — x2 =0e (x3 — x;)° = 0, restando:

(AS)? = (7 — x])* + (xf — x,)* = Axi + Axg



Espaco-tempo
Quadridimensional

Voltando a consideracao das Transformacoes de Lorentz
como rotacoes no espaco, podemos compara-las com

uma rotagao no plano x; X x;,:
I

X; = X| COS ¢ + x,s€eng

Xy = — x;Sen¢g + x, cos ¢

e buscar um significado para o angulo ¢ a fim de
realmente escrever as Transformacoes de Lorentz como
rotacoes nesse espaco-tempo quadridimensional
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Espaco-tempo
Quadridimensional

« Como x; deve permanecer um numero real e x, um ndmero

imaginario puro, devemos ter que cos ¢ deve ser real e seng
deve ser imaginario

e Com isso, podemos escrever que ¢ € um ndmero imaginario,
dado por ¢ = iy e, portanto:

1
cos ¢ = cos(iy) = > (e_‘/’ + e‘/’) = cosh y, que é real

seng = sen(iy) = b (e_‘/’ — e‘/’) = isenhy, que é imaginario
]



Espaco-tempo
Quadridimensional

» Consequentemente, teremos que:
x; = x; coshy + x4isenhy
xy = — xjisenhy + x, cosh

e que de um ponto de vista mais fisico (sem a parte imaginaria)
leva a:

—
x; = x; coshy — xysenhy

X, = — x;senhy + xcosh



Espaco-tempo
Quadridimensional

e Agora, do movimento da origem do referencial §’ que é
dada por x; = 0 e tem seu movimento descrito no

referencial S como sendo x; = Vi = V/c - x5 = px,
(lembrando que ff = V/c) chegamos a:

x; = x; coshy — xgsenhy = 0 = fxycoshy — xysenhy
* Portanto:
Pxgcoshy = xysenhy = tanhy = f
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Interpretacao
Geometrica

Portanto as transformacoes de Lorentz:

x| = ?’(xl —ﬁ'x0>

Xy = }’(xo—ﬂ'xl)

podem ser interpretadas como uma rotacao:
X; = x; coshy — xysenhy

Xy = — x;senhy + x, coshy

no espaco-tempo quadridimensional, sendo que:

1
coshy = = y e senhy = yf

/1 — tanh?y
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Quadrivetores no
Espaco-tempo

e Essa interpretacao geomeétrica das transformacoes de Lorentz
facilita a identificacao de leis fisicas que sao consistentes com
a Teoria da Relatividade, isto €, que sao validas em qualquer
referencial considerando as transformacoes de Lorentz

e Como no caso da fisica classica, onde a definicao de uma lei
fisica a partir de uma equacao vetorial garante que essa lei
sera valida em qualquer referencial (pois os termos da
expressao se transformam de forma semelhante, como as
coordenadas, que € a definicao de um vetor), 0 mesmo vale
para a Relatividade se definirmos as leis fisicas a partir de
vetores no espaco-tempo quadridimensional, ou
quadrivetores
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Quadrivetor
Espaco-tempo

e Um exemplo € o quadrivetor espaco-tempo:

X, = (X1, X%y, X3,X4), coma = 1,2,3,4
e cujo modulo € invariante:

4
Z(xg) :x12+x22+x32+xf
a=1

e de forma equivalente ao quadrado do intervalo entre dois
eventos 1 e 2 (que também é invariante)
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Quadrimomento

e Para chegarmos em um outro quadrivetor importante, o
quadrimomento, precisamos examinar a versao
infinitesimal do quadrado do intervalo entre dois eventos:

dS? = (dx)* — c*dt* = — c*dr?

e onde 7 é o tempo proprio do sistema fisico, ou seja, o
tempo no referencial em que ele esta em repouso

dx =0
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Quadrimomento

e Como:

dx =——dt = vdt
dt

* teremos que:

2
2de? = 2di® — (Vdn? = c2di? <1 _
C
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Quadrimomento

e Com isso chegamos ao quadrimomento, definido como:

dx

a

dt

paEmO

e onde a parte espacial é dada por:

. dx m dx my VvV
p = mo— — —
dr \/1 —y2/c2 dt \/1 —v2/c?

e e a parte temporal € dada por:

dx, ic dt mC E
Py =my—— = =i—

O_—mo =l
dr V1—12/c2dr (/1 —y2/c2 c
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Quadrimomento

e Assim como o mddulo ao quadrado de qualquer quadrivetor €
invariante, como o quadrivetor espaco-tempo:

4

2N — 2 w2 2 2
Z(xa) =X; + x5 + x5+ X5
a=1

e 0 modulo ao quadrado do quadrimomento:

e também é invariante e corresponde ao principio da conservacao da
energia total
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