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Causalidade e transformada de Fourier

Condição de que o efeito de uma ação física, 𝑬 𝒕 , só pode ocorrer após causa, 𝑪 𝒕

𝐶 𝑡 ⟹ 𝐸 𝑡

Como ambas grandezas variam com o tempo, podemos representa-las pela transformada de
Fourier

𝐶 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑐 𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔; 𝑐 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐶 𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

𝐸 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑒 𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔; 𝑒 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐸 𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡



Como essas duas grandezas são reais, suas transformadas devem satisfazer 

a condição

𝐶 𝑡 = 𝐶∗ 𝑡 → න
−∞

∞

𝑐 𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 = න
−∞

∞

𝑐∗ 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

Fazendo a troca 𝜔 → −𝜔 na segunda integral, temos

න
−∞

∞

𝑐 𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 = න
−∞

∞

𝑐∗ −𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 → 𝑐 𝜔 = 𝑐∗ −𝜔

• Esta relação, denominada Relação de Cruzamento, tem que ser satisfeita pela
transformada de Fourier de qualquer grandeza real

• Para grandezas reais, frequências negativas são ilusórias, no sentido que a grandeza só
possui frequências positivas

𝐶 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

𝑜

𝑐 𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 +න
0

∞

𝑐 𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

Fazendo a troca 𝜔 → −𝜔 na primeira integral, temos



න
−∞

0

𝑐 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 = න
0

∞

𝑐 −𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔 = න
0

∞

𝑐∗ 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔

Portanto

𝐶 𝑡 =
1

2𝜋
න
0

∞

𝑐 𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡 + 𝑐∗ 𝜔 𝑒𝑖𝜔𝑡 𝑑𝜔

Se a forma polar for utilizada, 𝑐 𝜔 =
1

2
𝑟 𝜔 𝑒𝑖𝜃 𝜔 , teremos

𝐶 𝑡 =
1

2𝜋
න
0

∞1

2
𝑟 𝜔 𝑒−𝑖 𝜔𝑡−𝜃 + 𝑒𝑖 𝜔𝑡−𝜃 𝑑𝜔 =

1

2𝜋
න
0

∞

𝑟 𝜔 cos 𝜔𝑡 − 𝜃 𝜔 𝑑𝜔

Linearidade e Teorema da Convolução

Se a relação entre causa e efeito for linear, isto é,

𝐶1 → 𝐸1; 𝐶2 → 𝐸2 ⟹ 𝛼𝐶1 + 𝛽𝐶2 → 𝛼𝐸1 + 𝛽𝐸2

então a relação temporal entre causa e efeito pode representada da forma

𝐸 𝑡 = න
−∞

∞

𝐺 𝑡 − 𝑡′ 𝐶 𝑡′ 𝑑𝑡′



𝐺 𝑡 − 𝑡′ → função que pondera a contribuição da causa no instante 𝑡′para o efeito

no instante 𝑡 (função de Green temporal). Seja esta função representada pela 

transformada de Fourier

𝐺 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑔 𝜔 𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔; 𝑔 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐺 𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

Calculando a transformada de Fourier da função efeito, temos

𝑒 𝜔 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐸 𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑑𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡න
−∞

∞

𝐺 𝑡 − 𝑡′ 𝐶 𝑡′ 𝑑𝑡′

=
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑑𝑡𝑒𝑖𝜔𝑡න
−∞

∞

𝐶 𝑡′ 𝑑𝑡′න
−∞

∞

𝑔 𝜔′ 𝑒−𝑖𝜔′ 𝑡−𝑡′ 𝑑𝜔′

= න
−∞

∞

𝐶 𝑡′ 𝑑𝑡′න
−∞

∞

𝑔 𝜔′ 𝑒𝑖𝜔
′𝑡′𝑑𝜔′

1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑒−𝑖 𝜔
′−𝜔 𝑡𝑑𝑡

Como já vimos anteriormente, o termo entre colchetes é igual a 𝛿 𝜔′ −𝜔 ; portanto

𝑒 𝜔 = 2𝜋𝑔 𝜔
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝐶 𝑡′ 𝑒𝑖𝜔𝑡
′
𝑑𝑡′ = 2𝜋𝑔 𝜔 𝑐 𝜔



Este resultado é o famoso Teorema da Convolução

Formalmente, a convolução entre duas funções é definida como

ℂ 𝑢 ≡ 𝑓 𝑥 ⨂𝑔 𝑥 = න𝑓 𝑥 𝑔 𝑢 − 𝑥 𝑑𝑥

𝑓 𝑥 ⨂𝑔 𝑥 = 𝑔 𝑥 ⨂𝑓 𝑥

Se representarmos pelo símbolo ℱ a operação “Transformada de Fourier”, o Teorema da
Convolução pode ser representado por

ℱ 𝑓 𝑥 ⨂𝑔 𝑥 = ℱ 𝑓 ∙ ℱ 𝑔

O reverso também é verdade

ℱ 𝑓 𝑥 ∙ 𝑔 𝑥 = ℱ 𝑓 ⨂ ℱ 𝑔

Nota: àqueles que não viram convolução no curso de graduação, se tiverem dúvidas,
recomendo

• B.P. Lathi; Linear Systems and Signals; 2nd Edition, Section 2.4.1

• https://www-structmed.cimr.cam.ac.uk/Course/Convolution/convolution.html#whatis

https://www-structmed.cimr.cam.ac.uk/Course/Convolution/convolution.html#whatis


Aplicação à descrição da polarização em meios materiais

Modelo de Drude-Lorentz

𝜖𝑟 𝜔 = 1 +
𝜔𝑝
2

ഥ𝜔0
2 −𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔

Causa: 𝐸 Ԧ𝑟, 𝑡 Efeito: 𝑃 = 𝜖0 𝜖𝑟 − 1 𝐸 ⟹ 𝐷 Ԧ𝑟, 𝜔 = 𝜖0𝐸 Ԧ𝑟, 𝜔 + 𝜖0𝜖𝑟 𝜔 𝐸 Ԧ𝑟, 𝜔

A segunda parcela é um produto de transformadas de Fourier; portanto

𝐷 Ԧ𝑟, 𝑡 = 𝜖0𝐸 Ԧ𝑟, 𝑡 +
𝜖0

2𝜋
න
0

∞

𝜖𝑟 𝜏 𝐸 Ԧ𝑟, 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

A transformada inversa da constante dielétrica relativa é dada por

𝜖𝑟 𝜏 =
1

2𝜋
න
−∞

∞ 𝜔𝑝
2

ഥ𝜔0
2 −𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔

𝑒−𝑖𝜔𝜏𝑑𝜔

Para fazer esta integral, podemos utilizar o método de separação de frações.

ഥ𝜔0
2 − 𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔 = ഥ𝜔0

2 −
𝛾2

4
− 𝜔 + 𝑖

𝛾

2

2
= 𝜈2− 𝜔 + 𝑖

𝛾

2

2
; 𝜈2 = ഥ𝜔0

2 −
𝛾2

4



∴
1

ഥ𝜔0
2 − 𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔

=
1

2𝜈

1

𝜔 + 𝜈 + 𝑖
𝛾
2

−
1

𝜔 − 𝜈 + 𝑖
𝛾
2

e

𝜖𝑟 =
𝜔𝑝
2

2𝜈 2𝜋
න
−∞

∞ 𝑒−𝑖𝜔𝜏

𝜔 − 𝜔1
𝑑𝜔 −න

−∞

∞ 𝑒−𝑖𝜔𝜏

𝜔 −𝜔2
𝑑𝜔 ; 𝜔1 = −𝜈 − 𝑖

𝛾

2
; 𝜔2 = 𝜈 − 𝑖

𝛾

2

__________________________________________________________________________

Teorema de Cauchy [Arfken; Sixth Edition, Chapter 6]

𝑓 𝑤 =
1

2𝜋𝑖
ර

𝑓 𝑧

𝑧 − 𝑤
𝑑𝑧

__________________________________________________________________________

Para empregar este resultado, consideramos a integral no plano complexo 𝜔 = 𝑅𝑒−𝑖𝜃,
tomando a integral ao longo do eixo real e fechando-a ao longo de um arco de circulo no
semiplano inferior.



Ao longo deste arco, 𝑒−𝑖𝜔𝜏 = 𝑒−𝑖𝑅 cos 𝜃𝜏 ∙ 𝑒𝑅 sin 𝜃𝜏. 

Como sin 𝜃 é negativo no semiplano inferior, a integral ao longo do arco de circulo anula-se 
quando 𝑅 → ∞.

න
−∞

∞ 𝑒−𝑖𝜔𝜏

𝜔 −𝜔𝑗
𝑑𝜔 = lim

𝑅→∞
ර

𝑒−𝑖𝜔𝜏

𝜔 −𝜔𝑗
𝑑𝜔 = −2𝜋𝑖𝑒−𝑖𝜔𝑗𝜏

Portanto

𝜖𝑟 =
𝜔𝑝
2

2𝜈 2𝜋
−2𝜋𝑖 𝑒𝑖𝜈𝑡 − 𝑒−𝑖𝜈𝑡 𝑒

−𝛾
2

𝜖𝑟 =
𝜔𝑝
2

𝜈
2𝜋 sin 𝜈𝜏 𝑒

−𝛾𝜏
2

Portanto

𝐷 Ԧ𝑟, 𝑡 = 𝜖0 𝐸 Ԧ𝑟, 𝑡 +
𝜔𝑝
2

𝜈
න
0

∞

sin 𝜈𝜏 𝑒
−𝛾𝜏
2 𝐸 Ԧ𝑟, 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 ; 𝜈2 = ഥ𝜔0

2 −
𝛾2

4


