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Populacional

Nesta secao investigaremos equacoes diferenciais que sao
usadas para modelar o crescimento populacional: a lei do
crescimento natural, a equacéao logistica e muitas outras.



A Lel de Crescimento Natural



-ei de Crescimento Natural

Em geral, se P(t) for o valor de uma quantidade y no tempo
t, e se a taxa de variacao de y com relacao a t for
proporcional a seu tamanho P(t) em qualquer tempo, entao

dP
— = kP
dt

onde k € uma constante. A Equacéo 1 é algumas vezes
chamada lei do crescimento natural. Se k for positivo,
entao a populacao aumenta; se k for negativo, ela diminui.



-ei de Crescimento Natural

Como a Equacao 1 é uma equacao diferencial separavel,
podemos resolvé-la pelo método a seguir:

AP
—fkdt
In|P|=kt+C

|P| — ekt+C: eCekt

P = Aekt

onde A (= +e® ou 0) € uma constante arbitraria.



-ei de Crescimento Natural

Para percebermos o significado da constante A,
observamos que

P(0) = Aek-0=A

Portanto, A € o valor inicial da funcao.

A solugio do problema de valor inicial

dP
e Y P(0) = Py

dt
é P(1) = Ppe®




-ei de Crescimento Natural

Outra maneira de escrever a Equacéo 1 é

1ap _

P dt

gue diz que a taxa de crescimento relativa (a taxa de
crescimento dividida pelo tamanho da populacéo) é

constante. Entao,

2

diz que a populacao com uma taxa de

crescimento relativo constante deve crescer

exponencialmente.



-ei de Crescimento Natural

Podemos levar em conta a emigracao (ou a remocao) de
uma populacao modificando a Equacao 1: se a taxa de
emigracao for uma constante m, entao a taxa de mudanca
da populacdo € modelada pela equacéao diferencial




O Modelo Logistico
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-Iodelo Logistico

Como estudamos anteriormente, uma populacao com
frequéncia cresce exponencialmente em seus estagios
Iniciais, mas em dado momento se estabiliza e se
aproxima de sua capacidade de suporte por causa dos
recursos limitados. Se P(t) for o tamanho da populacao no
Instante t, assumimos que

ar P se P for pequeno
dt

Isso diz que a taxa de crescimento inicialmente esta
proxima de ser proporcional ao tamanho.
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“O"Modelo Logistico

Em outras palavras, a taxa de crescimento relativo é
praticamente constante quando a populacéao é pequena.
Mas também queremos refletir o fato de que a taxa de
crescimento relativo diminui quando a populacao P
aumenta e torna-se negativa quando P ultrapassa sua
capacidade de suporte M, a populacao maxima que um
ambiente é capaz de sustentar a longo prazo. A expressao
mais simples para a taxa de crescimento relativo que
Incorpora essas hipoteses é

1 dP P
P dr ( M)
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-Iodelo Logistico

Multiplicando por P, obtemos o modelo para o crescimento
populacional conhecido como a equacao diferencial
logistica:

2 L P
dt M




!mplo 1

Desenhe um campo de direcdes para a equacao logistica
com k = 0,08 e capacidade de suporte K =1 000. O que

vocé pode deduzir sobre as solugcoes?

SOLUCAO: Nesse caso a equacéo diferencial logistica é

dp P
—=008P(1  ——
dt 008( 1000)
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!mplo 1 — Solucao

continuacao

Um campo de direcOes para essa equacao é mostrado na

Figura 1.
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Campo de direcdes para a equacao logistica no Exemplo 1

Figura 1
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“Exemplo 1 — Solucao ontinuaco
Mostramos apenas o primeiro quadrante porque as

populacdes negativas nao tém significado e estamos
Interessados apenas no que acontece depois de t = 0.

A equacao logistica € autonoma (dP/dt depende apenas
de P, nao de t); assim, as inclinagcdes sao as mesmas ao
longo de qualquer reta horizontal. Como esperado, as
Inclinacoes sao positivas para 0 < P < 1.000 e negativas
para P > 1.000.

As inclinacGes sao pequenas quando P esta proximo de 0
ou 1.000 (a capacidade de suporte). Observe que as
solucOes se distanciam da solucéo de equilibrio P =0 e se

aproximam da solucao de equilibrio P = 1.000.
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!mplo 1 — Solucao

continuacao

Na Figura 2 usamos o campo de direcOes para esbocar as
curvas solucao com populacoes iniciais P(0) = 100,

P(0) = 400 e P(0) = 1.300.
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Curvas solucao para a equacao logistica no Exemplo 1

Figura 2
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“Exemplo 1 — Solucao ontinuacao
Observe que as curvas solucao abaixo de P = 1.000 estao
aumentando, e aquelas que comecam acima de P = 1.000
estao diminuindo. As inclinagcbes sao maiores quando

P ~ 500, portanto as curvas solucao que comecam abaixo

de P = 1.000 tém pontos de inflexao quando P =~ 500. De
fato, podemos demonstrar que todas as curvas solucao

gue comecam abaixo de P = 500 tém um ponto de inflexao
guando P e exatamente 500.
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-Iodelo Logistico

A equacao logistica |4] € separavel e podemos resolvé-la
explicitamente. Uma vez que

temos




-Iodelo Logistico

Para calcularmos a integral no lado esquerdo, escrevemos

| M
P(1 — P/M)  P(M — P)

Usando fracOes parciais, temos

M 1 1
— +
PM—-P) P M-P
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-Iodelo Logistico

ISso nos permite reescrever a Equacao 5:

I(%+M1_P)dP=fkdt

In|P|—In|M—-P|=k+C
M — P
In = —kt — C
P
M — P
— o h=C — ,C,ht
P
6 M_Per—kr
P

onde A = +eC, 21



-Iodelo Logistico

Isolando P na Equacao 6, obtemos

M 2 pe = £ _ 1
P ¢ M 1+ Ae”
entao p— M
—kt
1 + Ae

Encontramos o valor de A colocando t = 0 na Equacao 6.
Set=0, entao P = P, (a populacao inicial); portanto
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-Iodelo Logistico

Entao, a solucao para a equacéao logistica é

7 Plr) =

onde

| + Ae™"™

A=

M— Py
PIZE

Usando a expressao para P(t) na Equacao 7, vemos que

gue é o esperado.

lim P(t) = M

[—> 0
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!mplo 2

Escreva a solucao do problema de valor inicial

dP P
— =0,08P( 1 — —— PO) =1
ar OO ( 1.000) (0) =100

e use-a para encontrar a populacao P(40) e P(80). Quando
a populacao alcancara 9007
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!mplo 2 — Solucao

A equacao diferencial € uma equacao logistica com
k = 0,08, capacidade de suporte M = 1.000 e populacao

inicial P, = 100. Portanto, a Equacéao 7 da a populagao no
Instante t como

1.000 ~1.000 — 100
P(r) = o onde A=——F— =9
1.000
Logo, PO) = 15 —o
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!mplo 2 — Solucao

Assim, os tamanhos da populacao quando t = 40 e 80 sao

continuacao

1.000 1.000
oz =~ 7316 P(80) = —— 7 = 985.3

P40} =
A populacao alcancara 900 quando

1.000

1 1 96—0,08r — 900
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!mplo 2 — Solucao

Resolvendo essa equacao para t, temos

continuacao

—0,08¢ __ 10
1 + Qe =3

0,087 __ 1
€ — 381

—0,08¢ = Ing = —In 81

_ In38l1
0,08

t ~ 54,9

Logo, a populacao chega a 900 quando t for
aproximadamente 55.
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!mplo 2 — Solucao

Como uma verificacao de nosso trabalho, tracamos a
curva da populacao na Figura 3 e observamos onde ela
Intercepta a reta P = 900.

continuacao

1.000
' '_‘/_')\
P =900

L9

Figura 3

O cursor indica que t =~ 55.
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Comparacao do Crescimento Natural
com 0s Modelos Logisticos
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-ara(;éo do Crescimento Natural

com os Modelos Logisticos

Na decada de 1930, o bidlogo G. F. Gause realizou uma
experiéncia com o protozoario paramecio e usou uma

equacao logistica para modelar seus dados. A tabela

fornece suas contagens diarias da populacéo de

protozoarios.

t (dias)

0

1

9

10

11

12

13

14

15

16

P (observados)

2

3

22

16

39

52

54

47

50

76

69

51

57

70

53

59

57

Ele estimou a taxa relativa de crescimento inicial como
0,7944 e a capacidade de suporte como 64.
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!mplo 3

Encontre os modelos exponencial e logistico para os
dados de Gause. Compare os valores previstos com 0S
valores observados e comente o ajuste.

SOLUCAO: Dadas a taxa de crescimento relativo
k=0,7944 e a populacao inicial P, = 2, o modelo
exponencial é

P(t) — Poekt — 260,79441:
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!mplo 3 — Solucao

Gause usou o0 mesmo valor de k para seu modelo logistico.
[Isso é razoavel porque P, = 2 é pequeno comparado com
a capacidade de suporte (K = 64). A equacao

(2
o 64 ) =K

mostra que o valor de k para o modelo logistico esta muito
proximo do valor para o modelo exponencial.]

continuacao

L ap
Py di
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!mplo 3 — Solucao

A sequir, a solucéo da equacéo logistica na Equacao 7
fornece

continuacao

64

P(t) =

| & Ap K - 1 + Ag- 07941
d A_M_P0_64_2_31
onae P, 5
64

P(1) =

Entao 1 + 3]e 0794

33



!mplo 3 — Solucao

Usamos essas equacoes para calcular os valores previstos
(arredondados para o inteiro mais proximo) e 0s
comparamos na tabela a seguir.

continuacao

t (dias)

P (observados)

221 16| 39| 52| 54| 47| 50| 76| 69| 51| 57| 70| 53| 59| 57

P (modelo logistico)

[T O G ) [ |

P (modelo exponencial )

10| 22| 48 [ 106 ...
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!mplo 3 — Solucao

Observamos na tabela e no grafico da Figura 4 que, para
0S primeiros trés ou quatro dias, o modelo exponencial
fornece resultados comparaveis agueles do metodo
logistico mais sofisticado. Para t > 5, contudo, 0

modelo exponencial & P
muito impreciso, mas w0l
0 modelo logistico se ajusta
bem as observacoes.

401

201

Figura 4

Os modelos exponencial e
logistico para a populacao de
parameécios

continuacao
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Outros Modelos para o
Crescimento Populacional
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- Outros Modelos para o
Crescimento Populacional

A Lei do Crescimento Natural e a equacao diferencial
logistica nao sao as unicas equacodes propostas para
modelar o crescimento populacional.

Dois dos outros modelos sao modificacoes do modelo
logistico. A equacéao diferencial

dP P
— =kPl1—— | —c
il 3)

tem sido usada para modelar as populacoes gue estao
sujeitas a remocao de uma maneira ou de outra. (Pense

em uma populacao de peixes que é capturada a uma taxa
constante.) 37



" Outros Modelos para o
Crescimento Populacional

Para algumas espeécies existe um nivel minimo
populacional m abaixo do qual as espécies tendem a se
extinguir. (Os adultos podem nao conseguir encontrar
parceiros adequados.) Essas populacoes sao modeladas
pela equacao diferencial

onde o fator extra, 1 — m/p, leva em conta as
consequéncias de uma populacao esparsa.
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