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Modelagem com Equacoes
Diferenciais

O modelo matematico frequentemente tem a forma de uma
equacao diferencial, isto €, uma equacao que contém uma
funcao desconhecida e algumas de suas derivadas. Isso
nao surpreende, porque em um problema real
normalmente notamos que mudancas ocorrem e queremos
predizer o comportamento futuro com base na maneira
como os valores presentes variam. Vamos comecar
examinando varios exemplos de como as equacoes
diferenciais aparecem quando modelamos um fendOmeno
fisico.




Modelos para o
Crescimento Populacional
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Um dos modelos para o crescimento de uma populacao
baseia-se na hipotese de gue uma populacao cresce a
uma taxa proporcional ao seu tamanho. Essa hipotese é
razoavel para uma populacao de bactérias ou animais em
condicOes ideais (meio ambiente ilimitado, nutricao
adequada, auséncia de predadores, imunidade a
doencas).

Vamos identificar e dar nomes as variaveis nesse modelo:
t = tempo (a variavel independente)

P = nimero de individuos da populacao
(a variavel dependente)
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A taxa de crescimento da populacéo é a derivada dP/dt.
Assim, nossa hipotese de que a taxa de crescimento da
populacao € proporcional ao tamanho da populacéo é
escrita como a equacéao

ar _

= kP
dt

onde k é a constante de proporcionalidade. A Equacao 1 é
NOsso primeiro modelo para o crescimento populacional; €
uma equacao diferencial porque contém uma funcao
desconhecida P e sua derivada dP/dt.



‘Modelos para o Crescimento
~Populacional

Tendo formulado um modelo, vamos olhar para suas
consequéncias. Se desconsiderarmos uma populacao
nula, entao P(t) > 0 para todo t. Portanto, se k > 0,entao
Equacdo 1 mostra que P’(t) > 0 para todo t. Isso significa
gue a populacao estd sempre aumentando. De fato,
guando P(t) aumenta, a Equacao 1 mostra que dP/dt
torna-se maior. Em outras palavras, a taxa de crescimento
aumenta quando a populacao cresce.

Nao é dificil pensar em uma solucao para a Equacéao 1.
Esta equacao nos pede para encontrar uma funcao cuja
derivada seja uma constante multiplicada por ela propria.
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Populacional

Sabemos que as funcdes exponenciais tém
propriedade. De fato, se fizermos P(t) = Ce

esta
kt entao

P'(t) = C(kek) = k(CeX) = kP(t)

Portanto, qualquer funcao exponencial da forma

P(t) = Cek' é uma solucéo da Py

Equacéol. e

o

Se fizermos C variar em todos 0s R
ndmeros reais, obtemos a familia de

solucdes P(t) = CeX cujos graficos
sao mostrados na Figura 1.

SN

A familia de solucdes de dP/dt = kP

Figura 1



Populacional

Mas as populacdes tém apenas valores positivos e, assim,
estamos interessados somente nas solugoes com C > 0. E
estamos provavelmente preocupados apenas com valores
de t maior gue o tempo inicial t = 0. A Figura 2 mostra as
solucdes com significado fisico.

P“/

A familia de soluctes de P(t) = CekXcom C>0et>0

Figura 2
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Fazendo t = 0, temos P(0) = Cek® = C, de modo que a
constante C acaba sendo a populacao inicial, P(0).

A Equacao 1 é apropriada para a modelagem do
crescimento populacional sob condicoes ideals, mas
devemos reconhecer que um modelo mais realista deveria
refletir o fato de que um dado ambiente tem recursos
limitados. Muitas populacdoes comecam crescendo
exponencialmente, porém o nivel da populacao se estabiliza
guando ela se aproxima de sua capacidade de suporte M
(ou diminui em direcao a M se ela excede o valor de M).
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Populacional

Para um modelo considerar ambos 0s casos, fazemos
duas hipoteses:

dP
= -~ kP se P for pequeno (inicialmente a taxa de

crescimento € proporcional a P).

. ‘2_1; <0 se P> M (P diminui se exceder M).

Uma expressao simples que incorpora ambas as hipoteses
é dada pela equacéao
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Modelos para o Crescimento

~ Populacional

Observe que, se P € pequeno quando comparado com M,
entao P/M esta proximo de 0 e, portanto, dP/dt ~ kP. Se
P> M, entdao 1 — P/M é negativo e, assim, dP/dt < 0.

A Equacao 2 € chamada equacao diferencial logistica e foi
proposta pelo matematico e bidlogo holandés
Pierre-Francois Verhulst na década de 1840 como um
modelo para o crescimento populacional mundial. Primeiro,
observamos que as funcoes constantes P(t) =0e P(t) =M
sao solucoes, porgue, em gualguer um dos casos, um dos
fatores do lado direito da Equacéao 2 é zero. Essas duas
solucdes constantes sdo chamadas solucoes de equilibrio.
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Se a populacéao inicial P(0) estiver entre 0 e M, entao o
lado direito da Equacao 2 é positivo; assim, dP/dt >0 e a
populacido aumenta. Mas se a populacao exceder a
capacidade de suporte (P > M), entdo 1 — P/M é negativo,
portanto dP/dt < 0 e a populacao diminui.

Observe que, em qualquer um dos casos, se a populacao
se aproxima da capacidade de suporte (P —> M), entao
dP/dt — 0O, o que significa que a populacao se estabiliza.
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Populacional

Dessa forma, esperamos gque as solucdes da equacao
diferencial logistica tenham graficos que se parecam com
aqueles da Figura 3. Observe gque os graficos se
distanciam da solucao de equilibrio P = 0 e se aproximam
da solucéao de equilibrio P = M.

jl

p=M| T

Solucao de
eqquilibrio

g
——1" P=0

Solugdes da equacéo logistica
Figura 3
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Modelo para o Movimento
de uma Mola
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de uma Mola

Vamos olhar agora para um modelo fisico. Consideremos
0 movimento de um objeto com massa m na extremidade
de uma mola vertical (como na Figura 4).

1 Posicho 4
de equilibrio

Figura 4
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Modelo para o Movimento
de uma Mola

Discutimos a Lei de Hooke, que diz que, se uma mola for
esticada (ou comprimida) x unidades a partir de seu
tamanho natural, entao ela exerce uma forca que é
proporcional a X:

forca elastica = —kx

onde k € uma constante positiva (chamada constante da
mola). Se ignorarmos qualquer forca externa de resisténcia
(por causa da resisténcia do ar ou do atrito), entao, pela
segunda Lei de Newton (forca € igual a massa vezes
aceleracao), temos

d’x
3 m = —kx
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de uma Mola

Esse € um exemplo do que chamamos equacao diferencial
de segunda ordem, porque envolve derivadas segundas.

Vamos ver o que podemos deduzir da solucao diretamente
da equacao. Podemos reescrever a Equacao 3 na forma

d’*x k
= ——x

dt? m

gue diz que a derivada segunda de x € proporcional a X,
mas tem o sinal oposto.
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Equacoes Diferenciais Gerais
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“Equacoes Diferenciais Gerais

Em geral, uma equacao diferencial é aquela que contem
uma funcao desconhecida e uma ou mais de suas
derivadas. A ordem de uma equacéao diferencial € a ordem
da derivada mais alta que ocorre na equacao. Dessa
maneira, as Equacbes 1 e 2 sao de primeira ordem e a
Equacao 3 é de segunda ordem. Em todas as trés
equacoes, a variavel independente € chamadate
representa o tempo, mas, em geral, a variavel
Independente nao precisa representar o tempo.
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Por exemplo, guando consideramos a equacao diferencial

4

y' =Xy

entendemos que y seja uma funcao desconhecida de x.

Uma funcéo f € denominada solucdo de uma equacéao
diferencial se a equacao e satisfeita quando y = f(x) e suas
derivadas séo substituidas na equacao. Assim, f € uma

solucao da Equacao 4 se

f'(x) = xf(x)

para todos os valores de x em algum intervalo.
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Quando nos pedem para resolver uma equacao diferencial,
espera-se gue encontremos todas as solucbes possiveis
da equacédo. Ja resolvemos algumas equacobes diferenciais
particularmente simples; a saber, aquelas da forma

y' =1(x)

Por exemplo, sabemos gue a solucao geral da equacao
diferencial

é dada por

X
-2 4
YTy

onde C & uma constante qualquer.
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!mplo 1

Mostre que todo membro da familia de funcdes

_1+ceI
1 — ce'

Y

é uma solucéo da equacao diferencial y’' =

1
2

(v

2

— 1).
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!mplo 1 — Solucao

Usamos a Regra do Quociente para derivar a expressao
em relacao ay:

(1 —ce)ce') — (1 + ce’)(—ce")

(1 — ce')?
_ce' —cte + e + et 2ce!
(1 — ce')’ (1 — ce')’
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!mplo 1 — Solucao

O lado direito da equacéao diferencial torna-se

L, 1 1 + ce' \* _11a+ ce')! — (1 —ce')’
0= D=o{T—=) 2 (1 — ce')’

f

continuacao

4ce’ 2ce

|
2 (1 — ce')’ (1 — ce')’

Portanto, para todo valor de c, a funcao dada € solucao da
equacao diferencial.
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Quando aplicamos as equacoes diferenciais, geralmente
nao estamos tao interessados em encontrar uma familia de
solucoOes (a solucao geral) quanto em encontrar uma
solucao que satisfaca algumas condicoes adicionais. Em
muitos problemas fisicos precisamos encontrar uma
solucao particular que satisfaca uma condicao do tipo

y(t,) = Y. Esta é chamada condicgéo inicial, e o problema
de achar uma solucao da equacéao diferencial que satisfaca
a condicao inicial € denominado problema de valor
Inicial.
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