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Objetivos

Objetivo da presente aula € apresentar elementos tedricos para a modelagem
de Sistemas Fluidicos no contexto da Dinamica de Sistemas. Os seguintes
elementos serao estudados:

» Resisténcia Fluidica
* Capacitancia Fluidica
* Inércia Fluidica

Bibliografia:

Felicio, L. C., Modelagem da Dinamica de Sistemas ¢ Estudo da Resposta, Rima, 2010
Doebelin, E. O., System Dynamics, Modeling, Analysis, Simulation, Design, M. Dekker, 1998
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Introducao

Embora para sistemas mecanicos, elétricos e eletromecanicos a abordagem de
modelagem por parametros concentrados (/umped) conduza a modelos confiaveis,
no caso de sistemas fluidicos (e também os térmicos) requer-se um tratamento
mais aprofundado. Algumas caracteristicas dos sistemas fluidicos:

v Seguem um comportamento padrdo similar aos sistemas mecanicos
v Surgem dificuldades em se aplicar o conceito de pardmetros concentrados,
principalmente pelo fato do fluido ndo possuir forma definida

v Modelos mais acurados sdo necessarios (modelagem CFD)

Para o presente estudo as varidveis fisicas de interesse sao:

v Pressao média do fluido [Pa = N/m?]
v Vazio do fluido (taxa de variacdo volumétrica) [m?/s]

v' Area de seccdo transversal do conduto [m?]
v Velocidade média do fluxo [m/s]
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Modelo de Fluxo Uni-Dimensional

Adotaremos o modelo de fluxo abaixo:

perfil de ! umps V-1

velocidade e
pressdo _l /

YYVYVYVVYVYVYVYVYYYY

pn-] I .

Pressdo Pn

Velocidade

— * Velocidade e pressdo constantes em qualquer ponto da seccao transversal
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Cont. ...

Para a descri¢cao de um elemento discreto (/ump) aplicaremos:

 Leida Conservacao da Massa e 2a Lei de Newton
* Durante um intervalo de tempo df para um determinado elemento:

Fluxo de Massa Fluxo de Massa Massa
n out Armazenada

* De forma analoga a resultantes de forcas (P4) entre os extremos de um
elemento deve-se igualar a componente inercial do elemento (ma).

* Ao aplicarmos a conservacdo da massa teremos que levar em consideracao
a compressibilidade do fluido, através da propriedade denominada Bulk
Modulus, que ¢ entendida como uma medida da compressibilidade e dada por
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O Elemento Resisténcia Fluidica

Efeito fisico: modelagem da dissipagdo de energia sob a forma de atrito

Partido-se de um modelo fenomenologico, mostramos abaixo um fluxo em conduto

r
eto n

Pi

Geralmente, a relagdo entre p € g € ndo linear

1,
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Cont. ...

O elemento resisténcia fluidica puro e ideal ¢ definido pela seguinte relagdao entre
pressao € vazao

Ap

4
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Cont. ...

Para a defini¢do da F.T. inicialmente aplicamos a T.L. a relagdo i/0

L(Ap) = L(R¢q) [> AP(s) = RrQ(s)

E, entdo podemos definir duas F.T.

Ry

Resisténcia fluidica: Elemento de ordem zero (ganho constante !)
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Cont. ...

Experimentalmente podemos obter uma estimativa da R, através de um experimento

simples:

Dispositivo o qual

o [k

{—>

deseja-se medir

a R;

7o

Po ——

E, a partir das medic¢des de pressdo e vazao constroi-se um grafico e a partir dele
obtem-se o valor da R,do circuito, que pode-se aproximar da R,do dispositivo

q

q

Slope = Rl—[

)

Real Resistance

Ap

Ideal Resistance

1 Doebelin, E. O., System Dynamics, Modeling, Analysis, Simulation, Design, M. Dekker, 1998 -
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Cont. ...

Podemos também estimar a resisténcia fluidica teoricamente. Par isto, precisamos
determinar as condi¢cdes do fluxo, a saber:
razdo entre forcas

nerciais € viscosa
(a) Fluxo Laminar

Baixas velocidades
Movimento ordenado do fluxo
Governado por efeitos viscosos
Efeitos inerciais desprezados

(b) Fluxo Turbulento

* Velocidades mais altas Ny <2000 — Laminar
 Movimento desordenado Ny > 4000 - Turbulento
* Governado por efeitos inerciais
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Cont. ...

Condicdes de fluxo laminar produzem resisténcias fluidicas muito proximas do
comportamento linear, podendo ser calculadas tedricamente. Exemplo: Um tubo
capilar liso, reto e de sec¢ao circular temos

7 D*

- ™A
128 7

q

Logo, para este duto

p — densidade do fluido
D — Diametro do tubo

v — velocidade do fluxo
u — viscosidade do fluido
q — vazao do fluido

Para escoamentos turbulentos

B 07 242Lu0,25p0,75
o D475

1,75

Ap q
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Cont. ... Resisténcias fluidicas para fluxo em regime laminar
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O Elemento Capacitancia Fluidica

Efeito Fisico: Armazenamento de energia (massa) fluidica

* Um fluido por si s6 apresenta o efeito da capacitancia: Compressibilidade

* Dispositivos mecanicos podem gerar efeitos capacitivos

* Em geral um elemento fluidico no qual a energia armazenada ¢ funcao da
pressao pode ser pensado como uma capacitancia fluidica, analoga a elétrica
¢ mecanica

O elemento capacitancia fluidica puro ¢ ideal C,pode ser definido como

V AV
)

Cy

Como buscamos uma relagdo entre pressdo € vazao podemos escrever

t
V = / q dt
to
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Cont. ..

E, combinando estas duas expressoes temos

1 t
Ap = q dt
Cf to

onde C,¢€ o valor da capacitancia fluidica, /" 0 volume armazenado, 4p o diferencial
de pressdo € ¢ a vazao. Sua representacao
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Cont. ..

Curva caracteristica e F.T. para o elemento capacitancia fluidica

AP(s) =

1
C—f[,

(.

th) =

1 Q(s)

Cy

S

Ap

4

C'fs

Cr s
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O Elemento Inércia Fluidica

Efeito Fisico: Modelagem da propriedade da inércia do fluxo

[NV AVAVAVAAA A A A ANV ANV AN AVAVAVA

VvVVY

YVVYVYY

i
\V/INVAVAVAV ANV AVAVAY \//\\//\\/A\//\\//\\//\\//\\//\t>
perfil de velocidades «———— o A

Hipodteses Simplificadoras:

* Elementos discretos de tamanho finito
* Fluxo uni-dimensional com perfil de velocidades constante e idénticas
* Elemento discreto tratado como um “corpo rigido™

m = pAL
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Cont. ...

Para o elemento discreto em seu movimento unidirecional:

N
>~ fi=ma
1=1

A resultante de forgas esta relacionada a diferenca de pressao antes e depois do
clemento tal que

N
Z fi = AAp
i=1

d
AAp = pALY
T

e, levando-se em conta que: ¢ = vA

dq pL
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Cont. ...

Para a F.T. aplicamos a T. L. a esta tltima equa¢ao obtendo assim

d

ﬁ(Ap) — AP(S) — Ifﬁ (%) — ]fSQ(S)

Ap

y

IfS
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Exemplos de Modelagem

Exemplo 1: A figura mostra um sistema fluidico composto por um tanque aberto
que ¢ alimentado por uma fonte de vazao (g,) e descarga para a atmosfera. Formule
hipoteses simplificadoras para o modelo e determine a F.T. relacionando a altura da
coluna de fluido /2, com a vazao de entrada g..

Hipoteses:

1-) Tubo de descarga € curto: in€rcia desprezada

2-) Resisténcia fluidica ao longo do tubo desprezivel
3-) Efeitos inerciais e atrito no tanque despreziveis
4-) Liquido homogéneo e incompressivel

5-) Dimensdes geomeétricas constantes

6-) Resisténcia fluidica concentrada na extremidade
7-) Influéncias externas invariantes (Paim» tatm)

e

Ry
AMN
Po

Modelo Geométrico Modelo Fisico
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Exemplo 1: Cont. ...

Portanto, podemos pensar num modelo composto pela capacitancia do tanque e
pela resisténcia no local de descarga, tendo como entrada a vazdo e saida o nivel
vertical do fluido no tanque. Para a obtencdo do modelo matematico, aplicamos
le1 da conservagao da massa para o tanque num intervalo dt, ou seja

m; dt —m, dt = dm

onde m; € m, sdo respectivamente a massa de fluido que entra e sai do tanque. Devido
a hipotese 2 (incompressibilidade do fluido) podemos trocar a variavel massa por
volume, tendo assim

q; dt — q, dt = dV

e como a varia¢ao do volume ¢ dada pela variacao de /2, podemos ainda escrever:
q; dt — q, dt = Adh,

sendo A4 a area da seccao transversal do tanque. Temos que resolver g,, !
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SEM 0533 SEM 0232 23

p/ 4 EESC - USP



Exemplo 1: Cont. ...

Vamos considerar dois casos para podermos resolver ¢,:

1° Caso: A descarga para a atmosfera ¢ feita através de uma resisténcia fluidica
linear (seria uma hipotese a mais feita durante a modelagem !). Assim

e

f

Ap 1 | ch_l_ R
Po

do \ |/
MN O —» — DPatm —

/1IN

¢ a pressao no ponto o pode ser escrita usando a propriedade dos pontos isobaros

do = (po — patm)

R; Ry

\ |/
Po = Pgho + Patm

Portanto:
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Exemplo 1: Cont. ...

Retornando a equagdo para o modelo temos

1
q; dt — R—pgho dt = A dh,

f

dh 1
A > ho — {4
pTa prg q

e aplicando a T.L. com condi¢des iniciais nulas

(AS " Rifpg) Ho(s) = Qu(s)

da qual obtemos a F.T. desejada

Ry
HO(S) . pg

Qi(s) B ARy

Py
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Exemplo 1: Cont. ...

2° Caso: A descarga para a atmosfera ¢é feita através de um orificio!

1

Usando a Equagao de Bernoulli

2 pU3q
9

pU
2

q
= p2q +

P1q +

P1 — P2 = (US — U%)

Distance

Agora como g=A4,v;=A4,v, temos

26
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Exemplo 1: Cont. ...

Entao, para o presente caso

2 o FMatm
G = Cady 1| 2P pp ) _ A/ 2gh

Retornando a EDO temos

q; dt — ko\/ho dt = A dh,

Adc?to + ko V ho — q;

Que claramente ¢ uma EDO nio linear ! Para a solucao da EDO temos duas saidas:

* Resolver a EDO nao linear através de técnicas numericas
Obter uma EDO linearizada em torno de um ponto de operagdo (inica saida para
obtermos a F.T. !)
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Exemplo 1: Cont. ...

Escolhemos um ponto de operagdo (h, ,, q, )

9o

4

> h,

I
I
h0,0

Expandimos a fun¢ao nao linear em torno deste ponto: Séries de Taylor

(x — x,)

h
hoo+i
o 2y/hoyo

Y

y:mg ho,o+—h

2

hop = ho — hoo  (perturbagdo em torno de 4, )
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Exemplo 1: Cont. ...

Usamos a expansao na EDO

AdCZO _|_ ko /ho — qz hO,p pr—

Obtendo a seguinte equacao

1
———h, =(qio Tt q;
9 /To,o ,p> qs, di,p

Assumindo que no ponto de operacao antes da perturbacao o nivel do tanque era
contante, podemos fazer

d(hop + hoo)

A
dt

+ ko < ho,o +

di,o — ko ho,a

e, entao

dh Ho p(s)
A oP korho — {3 : —
gt fForltop = dip Qip(3)
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Exemplo 1: Cont. ...

Ainda supondo que a resisténcia fluidica seja linear, podemos resolver o problema
de outra maneira
Escrevemos inicialmente

C; ¢ = qc + qo

R sendo q. o acumulo de fluido devido a
,V\J/{\, capacitancia do tanque. Usando a T.L.

Qi(s) = Qo(s) = Qe(s)

1ng()

E sabemos:

(/)/ / //2(///( / ()4//(/(
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Exemplo 2

Para o sistema de transferéncia de gas obter a F.T. P_(s)/P;(s)

Tubo

Hipoteses Simplificadoras

Todas as paredes sdo rigidas

Para o tubo considero resisténcia e inércia

Gas 1deal

Volume do tubo pequeno comparado ao do tanque
Variagoes muito lentas de temperatura (isotérmico)
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Cont. ...

Entdo podemos aplicar a conservagao de massa para o tanque

=0

Min dt — T%:t dt = dm

pq dt = dm

Ou também

Podemos resolver o lado esquerdo da igualdade através do balango de pressao no
ponto de ligagdo entre R; e I;

Precisamos agora resolver para dm, ou seja para a massa de gas acumulada no

tanque. Neste caso, pela hipotese do gas ideal podemos escrever

v

poV = mRT $ dm = ﬁdpo
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Cont. ...

Logo a EDO para o tanque fica escrita como

V' dp,

PL= RT "t

Aplicamos Laplace a todas as equacoes

v

pQ(s) = RT® Py (s)
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