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Introducao ao Processamento de Sinais Digitais

Capitulo 5: Janelamento e Localizacao



Secao 5.1 - Visao geral: Nao-localidade da DFT

Exemplo 5.1
Considere dois sinais f(t) e g(t) definidosem 0 <t < 1 como
1 1
f(t) = Esin(Zﬂ(%)t) + ESiH(Z]Z'(235)t)

o) — {sin(ch(96)z‘), 0<t<i

sin(2z(235)), > <t < L.
Esses sinais sdo amostrados com taxa R = 1000 Hz e suas DFTs sdo apresentadas a
seguir.



In [2]:

N = 1000;t = np.linspace(0, 1-1/N, N);f = 0.5%np.sin(2*m.pi*96*t)+0.5*np.sin(2*
m.pi*235*t)

g = np.concatenate( (np.sin(2*m.pi*96*t[0:N//2]), np.sin(2*m.pi*235*t[N//2:N]))
, axis=0)

fig, axes = plt.subplots(2,2, figsize=(15,7));fig.suptitle("Figura 5.1")
axes[0,0].set title('Espectro da funcao f');axes[0,0].plot( range(N//2) , abs(n
p.fft.fft(f)[0:N//2]) )

axes[0,0].axis([0, 500, 0, 300]);axes[0,1].set title('Funcao f');axes[0,1].plot
(f)

axes[1,0].set title('Espectro da funcao g');axes[1,0].plot( range(N//2) , abs(n
p.fft.fft(g)[0:N//2]) )

axes[1,0].axis([0, 500, O, 300]);axes[1,1].set title('Funcao g');axes[1l,1].plot
(g);plt.show()
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Esse exemplo ilustra a caracteristica de ndo-localidade da DFT: os espectros mostram as
componentes senoidais presentes no sinal, mas nido permitem distinguir em que
segmentos temporais do sinal essas componentes estao ativas.

Isso fica claro ao considerarmos que a DFT expressa um sinal x através da equacao de
sintese

1 N-1
x=— Y XcEx,
N k=0
onde E} sdo formas de onda basicas cujo comportamento oscilatério é invariante ao
longo de todo o sinal. Ou seja, na equacao de sintese todas as componentes estdo

presentes o tempo todo e com intensidade constante (| X |), ja que cada sinal X E; tem a
forma

Xy Ee = (Xi(Eos Xe(E1s oo s Xi(E)n-1) = ( Xy O, X e N

X, ei27rk(N—1)/N>

b
sendo que o mesmo coeficiente X esta presente durante toda a duracao dessa
componente de frequéncia fixa k (ciclos por N amostras).



Nesse exemplo em particular é possivel investigar como o sinal g(t) que alterna as duas
senoides de frequéncias 96 Hz e 235 Hz pode ser representado pela DFT que considera

apenas componentes sem variacao de frequéncia:

« podemos considerar g(¢) = gV (¢) + g®(¢) onde
gV () = sin@x(96)), 0<r<+, gPn=0, 2<1<1,

g?@) = sinz(235)), 3 <1<1, g2 =0, 0<r< 4,
onde g(l) e g(z) podem ser vistos como recortes do sinal por janelas de tamanho
N .

7,

« pelalinearidade da DFT, sabemos que G, = Gg) + G(Z), Vk;

0 grafico a seguir mostra como a DFT de g se decompde exatamente nas DFTs de

gD ¢ g@



In [3]:

gl g*(t<0.5) # mantem primeira metade do sinal, anula segunda metade
g2 = g*(t>=0.5) # mantem segunda metade do sinal, anula primeira metade
fig, axes = plt.subplots(2,2, figsize=(15,7))

axes[0,0].set title('Espectro da funcao $g 1$')

axes[0,0].plot( range(N//2) , abs(np.fft.fft(gl)[0:N//2]) )
axes[0,0].axis([0, 500, 0, 300]);axes[0,1].set title('Funcao $g 1$');axes[0,1].
plot(gl)

axes[1,0].set title('Espectro da funcao $g 2$')
axes[1,0].plot( range(N//2) , abs(np.fft.fft(g2)[0:N//2]) )
axes[1,0].axis([0, 500, O, 300]);axes[1,1].set title('Funcao $g 2$');axes[1,1].

plot(g2)
plt.show()
Espectro da fungao g Funcdo g1
300 10
250
0.5 1
200
150 A 0.0 A
100 A
—0.5 1
50 B
o 100 200 300 400 500 o 200 400 GO0 800 1000
200 Espectro da fungao g; Funcao g;
10 A
250 1
0.5
200
150 A 0.0 A
100 4
-0.5
. -
o . -10

T T T T T T T T T
o 100 200 300 400 500 o 200 400 600 8OO 1000



Secao 5.2 - Localizacao por janelamento

Vamos considerar uma generalizacdo do processo de segmentacao do sinal visto no
exemplo anterior, a partir do produto de x € cN por uma janela, representada por um

sinal w € CN, que seleciona M > 0 amostras a partir de uma amostra inicial m > 0,
sendo definida como

{1, m<n<m+M
w, =

0, caso contrario.
Essa janela permite a construcao de um sinal y = w.x onde '.' denota o produto de
Hadamard, ou seja,
y, = w,x,, n=0,1,..., N — 1.
O termo janela tem relagcdao com a restricao de visualizacdo: no sinal y sé conseguimos
observar o contelido do sinal x entre as amostras me m + M — 1. A forma de pulso
retangular do sinal w explica a denominacao janela retangular.



Exemplo 5.2

Considere outra vez o sinal f € C10% 4o exemplo anterior, amostrado a partir de
1 1
f() = 58iﬂ(27t(96)t) + Esin(Zyt(235)t)

comtaxa R = 1000 Hzem O < ¢ < 1. Queremos visualizar o contetido desse sinal no
intervalo [m, m + M) onde m = 100 e M = 50. Construiremos duas versdes do sinal:

e Uma versao janelada g = w.f € C'% obtida pelo produto com a janela
retangular w € C'%% definida como w,=1, m<n<m+Mew, =0
caso contrario;

e UmMa versao recortada j~r e CY definida como
fn =fm+n, n=0,1,.-.,M_1;

« 0 restante dessa secao sera dedicado a esclarecer a relacao entre as DFTs de g e
de f ilustradas a seguir.



In [19]:

w = np.zeros(N);w[99:149] np.ones(50);ftil = w * f

fig, axes = plt.subplots(l, 2, figsize=(15,5));fig.suptitle("Figura 5.2")
axes[0].plot( range(N//2), abs(np.fft.fft(ftil)[O:N//2]) )

axes[0].axis ([0, 500, O, 14]);axes[0].set title(r"Espectro do sinal janelado $g

=w.\!f$")

axes[1l].plot( range(25), abs(np.fft.fft(ftil[99:149])[0:25]))

axes[1l].axis([0, 25, O, 14]);axes[1l].set title(r"Espectro do sinal recortado
$\tilde{f}$");
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Secao 5.2.2: Andlise do janelamento

Considere a situacao ilustrada no ultimo exemplo:

x € CV é um sinal arbitrario;

w e CN éuma janela definidaentre me m + M — 1, ou seja,

w, €C, m<n<m+ M ew, = 0 caso contrario. A janela retangular

w, =1, m < n < m+ M éum exemplo de janela desse tipo, mas nao o unico
que consideraremos;

y=w.Xx € CN ¢ osinal X janelado

% € CM ¢ o sinal recortado X = (x,,, ... , Xt M—1)-

Para simplificar as equacdes, vamos considerar que M divide NN (ou seja, que existe g
inteiro tal que N = gM). Vamos investigar a relacdo entre as DFTsde ye X em 3
passos.



Passo 1: Relacdo entre X'e ¥

A relacao entre as DFTs do sinal original e do sinal janelado é estabelecida a seguir:

Proposicao 5.2.1
Sejam x, w € CY com DFTs X e W, e considere y = w.x com DFT Y. Entao
1
Y=—XxW
N

onde "' representa a convolucao circular em CcN,



Essa proposicao é uma espécie de forma inversa do teorema da convolucao: aquele dizia
que

"a convolucdo no dominio do tempo equivale ao produto de
Hadamard no dominio da frequéncia,"

a0 passo que a proposicao 5.2.1 diz que

"o produto de Hadamard no dominio do tempo equivale a
convolucdo no dominio da frequéncia, a menos de uma

1
constante ~-

A demonstracao desse resultado € muito parecida com a do teorema da convolucao
original (exercicio 5.3).



Exemplo 5.3

Considere a janela retangular w € C" . Podemos calcular sua DFT diretamente pela
definicao:

m+M-—1

Z e—lZﬂ'ki’l/N

n=m

Wi

M-1
— p—i2mkm/N Z o~ i27kn/N

n=0
_ —iDwkm/N 1—e 2mkMIN
€ 1 —e—127kIN

de onde (veja o exemplo idéntico na secdo 2.4)

1 — cos(RQrkM/N)
Wkl = :
1 — cos(2rk/N)




In [18]:

fig, axes = plt.subplots(figsize=(15,5))
axes.plot( range(-N//2, N//2), np.roll(abs(np.fft.fft(w)), N//2 ))
axes.set title("Figura 5.3: Espectro da janela (retangular) do exemplo 5.2");

Figura 5.3: Espectro da janela (retangular) do exemplo 5.2
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Essa imagem, que é o espectro da janela, explica o exemplo visto anteriormente: cada
componente espectral isolada ("pico") no espectro de f, que correspondem as
frequéncias de 96 Hz e 235 Hz, da origem (através da convolucdo Y = %X x* W)a
uma copia do padrao acima. Em outras palavras, cada componente senoidal produz uma
série de outras componentes secundarias por causa do janelamento, um fenédmeno
denominado vazamento espectral.



In [4]: fig, axes = plt.subplots(2,2, figsize=(15,7));axes[0,0].set title('Espectro da
funcao $g 1$')

axes[0,0].plot( range(N//2) , abs(np.fft.fft(gl)[0:N//2]) );axes[0,0].axis([0,
500, 0, 300]);axes[0,1].set title('Funcao $g 1$');axes[0,1].plot(gl)
axes[1,0].set title('Espectro da funcao $g 2$');axes[1,0].plot( range(N//2) , a
bs(np.fft.fft(g2)[0:N//2]) )
axes[1,0].axis([0, 500, 0, 300]);axes[1,1].set title('Funcao $g 2$%$');axes[1,1].
plot(g2);plt.show()
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Passo 2: "rebobinando” o sinal janelado

Para facilitar a comparacao entre o espectro de
y=wx=00,...,0,%n, ... Xmir-1,0,...,0) € C" e
X = Xmseee» Xmrm—1) € CM consideraremos um passo intermediario,
correspondente a transportar a porcao janelada do sinal y para o inicio do vetor, através
do vetor

Y= oee s Xpans—1,0, ...,0) € CV.
A Unica diferenca entre y e y € um deslocamento para a esquerda (um "avango"
temporal) de m amostras, que afeta de forma idéntica todas as componentes do sinal, ou
seja, cada componente Y, E, tera sua fase inicial "avancada" em m amostras, conforme
estabelece a proposicao a seguir.



Proposicao 5.2.2

Sejay € CN com DFTY. Seja 7 € C" o sinal obtido de y por um shift circular de m
amostras:
Yn = Yntm%N -

Entdo a DFT de j tem componentes Y, = 27Ny,

A demonstracdo dessa proposicao corresponde ao exercicio 2.16 (feito na lista 3).



Lembrando que no passo 1 estabelecemos que
1

Y=—XxW,
N
no final do passo 2 teremos

~ : 1
Yk — elZ]tkm/NW(X ” W)k



Passo 3: DFT de /V pontos versus DFT de 44 pontos

Considere novamente
~ N ~ M
Y= eee s Xmarm—-1,0,...,0) € C e X=Xmy oo Xmrm—1) € CT.
Suas DFTs serao

N-1 M-1
> ~ _i2xrkn/IN __ ~ i2xkn/N
Yk - yné - yné
n=0 n=0
M-1 M-1
Xk _ Z % ei27zkn/M _ jf ei27rkn/M
- n - n .
n=0 n=0

Note que as diferencas entre as expressoes originais da DFTs e suas reformulacoes
foram destacadas em vermelho e azul, e que as expressoes finais diferem apenas nos
termos em verde.



Lembrando agora que N = gM para algum q inteiro, teremos M = N/q, ou seja

M-1 M-1
Y ~ _i2rkn/IM __ ~ _i2ngkn/N
Xk—zyne _Zyneq .
n=0 n=0
M-1
Mas Y, = 3. e 2N de onde concluimos que
k Yn
n=0
X =Yy, Vk.

Note que isso representa um processo de sub-amostragem com fatorde g = N/M, e
mostra que as imagens da esquerda e da direita na figura 5.2, repetida abaixo,
correspondem de fato ao espectro de magnitude |Y| = |Y| € C!'% e sua versio sub-

amostrada ¢ = 20 vezes | X| € C*°.



In [19]:

w = np.zeros(N);w[99:149] np.ones(50);ftil = w * f

fig, axes = plt.subplots(l, 2, figsize=(15,5));fig.suptitle("Figura 5.2")
axes[0].plot( range(N//2), abs(np.fft.fft(ftil)[O:N//2]) )

axes[0].axis ([0, 500, O, 14]);axes[0].set title(r"Espectro do sinal janelado $g

=w.\!f$")

axes[1l].plot( range(25), abs(np.fft.fft(ftil[99:149])[0:25]))

axes[1l].axis ([0, 25, O, 14]);axes[1l].set title(r"Espectro do sinal recortado
$\tilde{f}$");
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Combinando os resultados dos 3 passos, chegamos ao seguinte teorema

Teorema 5.2.1

Seja x € CV janelado por um sinal w € C" onde w,#0 &< m<n<m+M,e
suponha que N = gM. Entao a relacdo entre a DFT N-dimensional X de x e a DFT

M-dimensional X de ¥ = (WX, .. » Wit -1 Xminm—1) € CY & dada por
_ eiZﬂmqk/N i2remk/ M
Xp=—— X« W)y = —— (X = W)y,
k ~ ( )ak ~ ( )ak

onde a ultima igualdade segue de g/ N = 1/N.



Exemplo 5.4

O teorema 5.2.1 mostra que o janelamento e subsequente recorte promove alteracoes
no conteudo espectral do recorte analisado que tém relacao direta com a janela
utilizada.

Podemos investigar o efeito da escolha da janela considerando a DFT W para
diferentes tamanhos de M, conforme ilustrado abaixo.



In [5]:

M

for j in range(2):

for i in range(2):
index =2 * 1 + j; w=

index])))

/] 2));
ndex]))
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np.array([3, 10, 100, 250]);fig, axes

axes[i, j].set xlim([-N / 2 + 1, N / 2])
da janela retangular com M={}".format(M[i
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In [6]: M = np.array([3, 10]);fig, axes = plt.subplots(len(M), 2, figsize=(15,7));fig.s

uptitle("Exemplo adicional: Figura 5.2 com diferentes tamanhos de janela")
for j in range(len(M)):

w = np.concatenate( (np.ones(M[j]), np.zeros(N-M[j])) );ftil = w * f;fcut =
ftil[O:M[j]]

axes[j,0].plot(range(N//2+1), abs(np.fft.fft(ftil)[0:N//2+1]));axes[]j,0].se
t xlim([0, N//2]);axes[]j,0].set title("Espectro do sinal janelado com M={}".form
at(M[j]))

axes[j,1].plot(range(M[j]//2+1), abs(np.fft.fft(fcut)[0:M[j]//2+1]));axes]]
,1].set xlim([0, M[j1//2]);axes[j,1].set title("Espectro do sinal recortado com
M={}".format (M[j]))

Exemplo adicional: Figura 5.2 com diferentes tamanhos de janela
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In [7]:

M = np.array([100, 250]);fig, axes = plt.subplots(len(M), 2, figsize=(15,7));fi
g.suptitle("Exemplo adicional: Figura 5.2 com diferentes tamanhos de janela")
for j in range(len(M)):

w = np.concatenate( (np.ones(M[j]), np.zeros(N-M[j])) );ftil = w * f;fcut =
ftil[0:M[]]]

axes[j,0].plot(range(N//2+1), abs(np.fft.fft(ftil)[0:N//2+1]));axes[]j,0].se
t xUim([O, N//2]);axes[j,0].set title("Espectro do sinal janelado com M={}".form
at(M[j]))

axes[j,1].plot(range(M[j1//2+1), abs(np.fft.fft(fcut)[0:M[j]1//2+1]));axes][]
,1].set xlim([0, M[j]//2]);axes[j,1].set title("Espectro do sinal recortado com
M={}".format(M[j]))

Exemplo adicional: Figura 5.2 com diferentes tamanhos de janela
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Secao 5.2.3: Espectrogramas

Uma forma de analisar um sinal com conteudo variavel no dominio da frequéncia
corresponde a segmentar o sinal, escolhendo um tamanho de janela M que seja
pequeno o suficiente para que o conteudo do sinal seja relativamente estavel no
intervalo de tempo correspondente a uma janela, e computar uma DFT para cada janela,

produzindo uma Transformada de Fourier de Tempo Reduzido (STFT) ou
Espectrograma.



Em relacdo aos inicios das janelas, podemos ter o k-ésimo segmento comecando na
posicdo m = kn, ou seja,

~k _

X = (xkna Xkn+1s ++- 5 xkn+M—1)-
Dependendo do parametro n=distancia entre inicios de segmentos sucessivos, podemos
ter:

— ~0 _ ~1 _
e sen = M, teremos X° = (X0, X1, v+ s Xpr=1), X = (XM XMa1s oo+ » X2M=1)>
etc. Nesse caso as janelas sao justapostas;

e sen < M, teremos X = (xg, X1, .. s Xpr—1) € X' = (X Xptls «ee s Xnot—1)s
onde algumas amostras aparecem nos segmentos sucessivos. Nesse caso as
janelas sao sobrepostas;

Frequentemente a sobreposicao é definida através de um fator de sobreposicdo: janelas
com sobreposicdo de 50% por exemplo correspondem an = M/2, e em geral definir
n=aM coma € (0, 1) acarretard uma sobreposicdo de 100(1 — a)%.

e 0cason > M nao é usado com tanta frequéncia, pois nesse caso as janelas nao
cobrem todo o sinal, deixando porcoes temporais fora da analise.



Exemplo 5.5

Considere outra vez o sinal do exemplo 5.1: g(¢) = {

sin(2x(96)1),
sin(27(235)t),



In [56]: N = 1000;t = np.arange(0, 1, 1/N);f = 0.5*%np.sin(2*m.pi*96*t)+0.5*np.sin(2*m.pi
*235%t)
g = np.concatenate( (np.sin(2*m.pi*96*t[0:N//2]), np.sin(2*m.pi*235*t[N//2:N]))
, axis=0)
M = np.array([20, 50, 100, 200]);0 = 0.6 * M # saltos de 60% do valor da janela
0[3] = 10;show spectra(N, t, g, M, 0)

Espectrograma com M=20, m=12.0 Espectrograma com M=530, m=30.0
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Exemplo 5.6

Nesse exemplo consideramos um sinal com 3 componentes senoidais, sendo uma com
frequéncia instantanea variavel:

f(@®) = 1.0sin2z(111)¢) + 0.5 sin(2z(123)¢) 4+ 0.5 sin(2rw(?)t),

onde w(t) = 150 + 50 cos(2xt), parat € [0, 1) com taxa de amostragem R = 1000
Hz.

Vamos visualizar o espectro do sinal inteiro, e algumas versdes de espectrogramas com
diferentes escolhas de M e n.



In [9]:

N = 1000;t = np.linspace(0, 1-1/N, N);omega = 150 + 50 * np.cos(2*m.pi * t)
f = np.sin(2*m.pi* 111 * t)+0.5*np.sin(2*m.pi* 123 * t)+0.5*np.sin(2*m.pi* omeg
a * t)

plt.figure(figsize=(15,5));plt.plot(range(N//2),np.log(l+abs(np.fft.fft(f)[1:N

//2+11)))
plt.xlim([0, N/2]);plt.title("Espectro do sinal com 2 senoides fixas e 1 com fre

quencia variavel");

Espectro do sinal com 2 sencides fixas e 1 com frequencia variavel
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In [60]: M
t

Freguencia [Hertz]

Freguencia [Heriz]

np.array([500, 100, 50, 20]);0
f, M, 0)

’
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np.array([100, 20, 10, 4]);show spectra(N,
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Exemplo 5.6: frequéncia instantanea

Os espectrogramas acima deixam claro que a frequéncia instantanea da 3a componente
f3(t) = 0.5 sin(Lzraw(t)t)

ndo € a propria funcao w(t) = 150 + 50 cos(2xt), que varia apenas entre 100 e 200,
mas sim a variacao instantanea da fase (argumento do seno), cuja expressao é

2 1)t
a(t) = % = 27 (w(t) + &' (1)) = 2x(150 + 50 cos(2xt) — 1007 sin

Qxnt),
em radianos/segundo, ou equivalentemente em Hz
f (t) = 150 + 50 cos(2zt) — 100z sin(2xt)t,

cuja faixa de variacao aumenta com t, como pode ser evidenciado pelo grafico abaixo
(compare-o com os ultimos espectrogramas).



In [16]: omegatil = omega - 100*m.pi*np.sin(2*m.pi * t)*t
plt.plot(t,omegatil);plt.axis([0, 1, O, 500]);
plt.title(r"frequéncia instantanea $\tilde{f}(t)$");plt.show()
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Secao 5.2.4: Outros tipos de janela

Até esse momento sé vimos exemplos usando a janela retangular (w,, = 1 se
m<n<m+ M, w, = 0 caso contrario). Porém o resultado do teorema 5.2.1 vale

para outras formas de janela, que podem ter impactos diferentes sobre o espectro dos
recortes do sinal.



In [61]: N = 1000;wr = np.zeros(N);wr[99:149] = np.ones(50)
fig, axes = plt.subplots(1l,2, figsize=(15,5))
axes[0].set title('Janela retangular');axes[0].plot(range(-2, 52), wr[97:151])
freqs = np.linspace(-N/2,N/2,N);Fmag = abs(np.fft.fft(wr))
axes[1l].set title('Espectro da janela retangular');axes[l].plot(freqgs, np.fft.ff
tshift(Fmag));
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Janela triangular (‘Bartlett))

Definida por
[ 2j .
= m<j<m+ M/?,
e M+m—1—j .
w] <m, m+M/2<]<m+M,
L 0, Cc.C.



In [63]: win = np.bartlett(50)
plot window func(win, N, 'Bartlett')
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Janela Gaussiana
Definida por

J—(m(M=1)12) \?
w j = Ce_a< M72

onde C e a sdo parametros definidos pelo usuario.



In [67]: sigma = 10
win = signal.gaussian(50, sigma)
plot window func(win, N, 'Gaussiana')
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Janela de Hamming

Definida por

J

o {0.54—0.46cos<2ﬂj;4m), m<j<m+M,

0, c.C.



In [68]: win = np.hamming(50)
plot window func(win, N, 'Hamming')
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In

[70]:

fig, axes

axes[0].
axes[0].
axes[0].
axes[1].
axes[1].
axes[1].

'g-', label='Bartlett')

Ib_l'

104

0.8 1

0.6 4

04 4

0.2 1

0.0 4

T
20

label="'Gaussiana')

25
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plt.subplots(1l,2, figsize=(15,5))
plot(ns, win bartlett,
plot(ns, win hamming, 'r-', label='Hamming"')
plot(ns, win gaussian,
plot(freqs, np.fft.fftshift(spec bartlett),
plot(freqs, np.fft.fftshift(spec hamming), 'r-', label='Hamming')
plot(freqs, np.fft.fftshift(spec gaussian),
plt.legend(loc="upper left', bbox to anchor=(1, 1));plt.show()
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