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9. Estudo das Variacoes das Funcoes.

O Teorema do Valor Médio estd enunciado na pégina 225 e o desenho da
ideia esta logo abaixo. Note que vendo o gréfico da funcao é meio obvio que
vai haver um ponto ¢ tal que f’(c) coincide com a inclinagdo da reta que passa
por (a, f(a)) e (b, f(b)). O motivo de termos o0 TVM é justamente por que nao
podemos nos basear num desenho. Na verdade, os resultados provados a partir
do TVM serao usados para esbocar o grafico.

Na pégina 226 sao dados exemplos que mostram que f’ tem que existir para
todo ponto x €]a, b e que a fungdo tem que ser continua no intervalo fechado
[a, b].

Na seccao 9.2, é comentado os intervalos de crescimento e decrescimento que
sao as consequéncias do TVM.

Se f é continua no intervalo I e

a) f'(x) > 0 no interior de I (no caso tirando as extremidades se o intervalo
tiver extremidades) entdo f é estritamente crescente em I.

b) f'(z) < 0 no interior de I entdo f é estritamente decrescente em I.

O exemplo 1, é o primeiro exemplo de estudo de sinal utilizando f’ que serve
para dizer o que ocorre nos intervalos onde f’ nao muda de sinal. Note que
por isso a primeira coisa é analisar quando a derivada de f é 0. Ao encontrar
todos os pontos onde f’ se anulam, o intervalo entre duas raizes consecutivas,
se [’ existe e é continua, ndo pode mudar de sinal (se mudasse pelo Teorema do
Anulamento, teria mais algum ponto onde f’ é 0). No exemplo, a unicas raizes
séo % el. A f' é continua em R, assim, f’ ndo muda de sinal nos intervalos
] — 00, %[, 13, 1[ e ]1,+00], por que caso contrario haveriam outras raizes dentro
destes intervalos.

A andlise do sinal foi feita usando que a derivada f’ é um polinomio de grau 2
cujo coeficiente, 3 é positivo, assim este polinémio de grau 2 tem a concavidade
para cima e os sinais sao positivo antes da primeira raiz, negativo entre as duas
raizes e positivo depois da segunda raiz.

Devido aos sinais, a f é crescente antes da primeira raiz, decrescente entre
as duas raizes e crescente depois da segunda raiz. Como ela cresce antes de %
e decresce depois, temos que % é um ponto de maximo local, isto é, no gréafico
(%, f(%) é um pico entre os pontos préximos no grafico. E o ponto (1, f(1))
vai ser um minimo local, seria o ponto mais baixo dos pontos proximos a esse
ponto.

A seguir é verificado o comportamento da func¢ao quando o x vai indo para
—00 (no caso a fungao decresce para —oo). Note que ele decresce para —oo por
que estamos andando da direita para a esquerda para pontos suficientemente
préximos de —oo, no caso abaixo de % Entao a fungdo (quando vamos da
esquerda para direita, cresce do —oo até chegar a % quando comega a decrescer).



Quando x vai para 400 temos que f(z) cresce para +oo indo da esquerda para
a direita, para x suficientemente grande, no caso, maior que 1 e a funcao é
realmene crescente nesse trecho. Este tipo de andlise serve para saber se nao
cometemos algum erro bésico, por que uma funcao crescente nao pode ir para
—oo e uma funcao crescente nao pode ter vindo do +o0o por exemplo.

Entao sempre calculamos o valor da fungao nos pontos onde muda o sinal da
f' e plotamos esses pontos, depois completamos o esboco com as informagoes
de crescimento, decrescimento e limites.

O exemplo 2, é uma fracao de polinémios. Novamente, se comega com o
estudo de sinal utilizando f’. Como se trata de uma fragdo podemos analisar os
sinais do numerador e do denominador e fazer depois a anlise de ambas. Como
o denominador de f’ é positivo, a andlise do sinal de f depende somente do
numerador. Entao procedemos com a anélise do numerador, e no caso encon-
tramos as raizes —1 e % Como o numerador é um polindmio de grau 2, vemos
que o coeficiente 3 do termo de grau 2 é positivo, assim a concavidade é para
cima e a f’ é positiva antes de —1, negativa entre —1 e % e positiva depois de
%. Como o denominador é positivo, os sinais de f’ coincidem com o que foi
dito antes. Agora, ao calcular os limites para —oco e 400, o limite da f d& %
Assim ao esbocar a partir de —1 vamos decrescendo da direita para a esquerda
até % (ou seja vem de préximo a j subindo até chegar a f(—1) no ponto —1).
Depois, decresce entre —1 e % (j& que comega num valor positivo até um valor
negativo, podemos tentar encontrar a raiz que neste caso é 0). Depois volta a
subir e chega pré ximo de % Como comega num valor negativo e passa para
um valor positivo, podemos se possivel encontrar a raiz também, que no caso é
1.

Note que no ponto de méximo local a curvatura é para baixo (ponto —1), e
para encostar a % indo para —oo tem que mudar de curvatura. Iremos estudar
essa mudanga de curvatura mais tarde. No ponto de minimo local (%)7 a curva-
tura é para cima, e quando encosta em % quando vai para +oo a curvatura tem
que ficar para baixo para ir se aproximando de %

No exemplo 3, o dominio da fungao ja nao é R por que o denominador se
anula em —1 e +1. Assim, quando formos esbocar o grafico, além de tomar
os limites para —oco e +00 temos que tomar os limites laterais para —1 e +1.
Iremos fazer um exercicio deste tipo em video, entao tentem entender o exemplo
3 junto com o video.

O Exemplo 4 faz referéncia a f” indicar o crescimento/decrescimento de f’
que veremos que relaciona a concavidade de f.

O Exemplo 5, fica claro se vermos o esbogo do grafico em quanto pontos o
grafico corta o eixo z.

O Exemplo 6 é uma aplicagdo tipica do TVM. No caso a) tome f(z) =
e® —x. Entao f'(z) = €* — 1 > 0 para todo x > 0. Logo, f(x) é estritamente
crescente em [0, +oo[ e em particular, f(x) > f(0) para todo x > 0. Entao

f(z) >e®—0=1>0. Assim, e — z > 0 para todo = > 0. Portanto e* > .

Para b) comece com g(z) = e* — ””—22 Entédo ¢'(z) = e* — 2z = f(zx) > 0

para todo z > 0. Logo g é estritamente crescente em [0, 4+o00[ e g(z) > ¢(0) =



e —0=1>0. Assim e® — “"—; > 0 e portanto e* > %2 para todo x > 0.
e’

- = +00 por comparagao,

A partir disto, é entao mostrado que lim,_, 4
2

jd que & > = = § = +oo.
Usando entao mudanca de variavel, é mostrado que lim,_, 1 j—: =
todo a > 0.

Os exemplos 7, 8 e 9 serao pulados e sdo usados para provar a regra de

L’Hospital.

+o00 para

9.3. Concavidade e Pontos de Inflexao.

Na péa gina 238 sao dados exemplos de convavidade para cima e na pagina
239 é dado exemplos de pontos inflexdo (onde hd mudanca de curvatura).

Se f”(x) > 0 para todo x num intervalo aberto entdo a curvatura é para
cima. (Note que se f”(z) > 0 para todo x € I entéo f’(x) é crescente, e entdo
a inclinacdo das retas tangentes vai crescendo). Um ponto de minimo local tem
curvatura para cima. Se f'(z) = 0 e f”(z) > 0, temos um ponto de minimo
local.

Se f”(x) < 0 para todo x num intervalo aberto entdo a curvatura é para
baixo. (Note que se f”(z) < 0 para todo = € I entdo f’(x) é decrescente, e
entdo a inclinacdo das retas tangentes vai decrescendo). Um ponto de maximo
local tem curvatura para baixo. Se f/(z) =0 e f”(z) < 0, temos um ponto de
maximo local.

Os exemplos desta subsecgao sobre encontrar a concavidade e os pontos de
inflexao. Iremos fazer alguns exercicios em video para encontrar os graficos de
funcdo usando a segunda derivada.

9.4. Regras de L’Hospital.

As duas versdes em que se pode aplicar a regra de L’Hospital estao na
paginda 244. E importante sempre verificar se as fragoes satisfazem as condigoes.
Pode ocorrer que a fragao apresentada nao seja a melhor opcao para aplicar a
regra. Ela SO funciona em fragoes. Pode-se aplicar a regra de L’Hospital mais
de uma vez, desde que a fracdo que apareca ainda satisfaca as condigbes da
regra de L’Hospital, lembrando que as vezes, é melhor fazer um rearranjo antes
de aplicar a regra.

A regra de L’Hospital uma técnica ttil, mas nao funciona sempre ou ela
pode ser mais complicada que combinando com o uso de outros métodos, entao
é preciso sempre pensar como usd-lo. A regra de L’Hospital ndo funciona em
multiplicacoes, diferengas ou exponenciacoes e é preciso fazer um ajuste antes
de aplicar a regra. Alguns exemplos estao no livro e ha mais alguns nos videos
de exercicios ja postados.

H& uma introdugéo polinémio de Taylor de uma fungdo. A ideia do polinémio
de Taylor é que para cada grau n, o polinomio de Taylor de grau n é o polinémio
que melhor aproxima a fungao em torno de algum ponto. No caso dos polindémios



de grau 1, a reta tangente é a reta que melhor aproxima a funcao no ponto de
tangéncia. As provas da regra de L’Hospital na pagina 254 podem ser puladas.

9.5. Graficos.

No inicio da subsec ao é dado um roteiro para se fazer graficos. Nas paginas
264 e 265 é apresentado o roteiro para se encontrar assintotas. As assintotas
nem sempre existem. A assintota se parece em alguns casos com uma ‘reta
tangente’ do ponto no infinito. Para a assiintota mx + n existir é necessario e
suficiente que tanto m quanto n existam e sejam numeros reais. Quando m é 0
e n existe, temos uma assintota horizontal (por ser paralela ou igual ao eixo z).
Pode ocorrer de apenas uma assintoa existir, e pode ocorrer das duas assintotas
serem retas distintas. Assim, geralmente para ajudar a esbocar o grafico usamos
apenas as semirretas que interessam (ver exemplo 5 do livro na pégina 266).



