Vorticidade



1)Teorema de Stokes e Circulacao

Se imaginarmos um elemento retangular dxdy e fizermos a integral de
linha do vetor da velocidade ao longo do perimetro, seguindo o
perimetro num sentido anti-horario, e chamando essa integral de I";

= {i.dl=|a.d+ [id.d+ [i.d+ |i.d (1.1)
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Se conhecermos a velocidade e seus gradientes no centro do elemento,
podemos obter as velocidades nos centroides dos lados do elemento
dxdy. Aproximando a velocidade média em cada lado pela velocidade
em seu centroide, temos:
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Substituindo todos esses resultados na equacao (2.1):
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Note que I € 1gual a vorticidade na direcao z, ou seja, na dire¢ao normal
ao elemento de area dxdy, com a normal apontando na direcao do
observador:

= {i.dl =o dxdy=@d.iidA (1.7)
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Suponha agora que temos uma curva material C no espago, € que
essa curva tem um diafragma qualquer que vamos chamar de S. Esse
diafragma pode ser subdividido em N elementos retangulares dA. Se
fizermos a somatoria das integrais de I' sobre todos os N elementos
retangulares, teremos:

Zr Z fii.dl %@ﬁ dy=|&.7idA (1.8)
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Porém, ao fazermos a somatoria das integrais de linha i .d![ , cada trecho

sera percorrido duas vezes se um dado trecho for compartilhado por dois
clementos de area, e percorrido em sentidos diferentes em cada um
desse elementos, o que significa que a somatoria de todas as integrais
i .dl resultara nula, exceto pelos trechos localizados exatamente sobre a

curva C, que sao percorridos uma uUnica vez. Isso significa que a
equacao (2.8) fica:

>r=y  {iu.dl=fidl =|ad.5dA (1.9)
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Chegamos entdo a forma final do Teorema de Stokes:



c = piidl =| .7 dA (1.10)
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Chamamos I'¢ de circulacdo do vetor da velocidade sobre a curva C.
Podemos dizer que:

“A circulacao do vetor da velocidade sobre uma curva C que tem por
diafragma uma superficie § ¢ 1gual ao fluxo do vetor da vorticidade
através da superficie S. Ao fazermos a integral de linha #.dl a curva C
tem que ser percorrida num sentido anti-horario se os vetores normais
aos eclementos de area dA da superficie apontarem na direcdo do
observador.”



2)Intensidade de um Vortice

Se tivermos um filete de vortice no espago ( um filete cuja superficie
¢ formada por linhas que tangenciam os vetores da vorticidade ) e
tomarmos um elemento volumeétrico V desse filete, teremos:

[Vaodv=|anda 2.1)
V S

Porém, como o campo de vorticidade é solenoidal (V.@=0), a integral
do lado esquerdo da equacgao (3.1) € nula. Na integral do lado direito, as
unicas superficies onde o produto escalar @w.7i ¢ n3o nulo s3o as
superficies S; € S,, pois sobre a superficie lateral 2 qualquer normal sera
sempre ortogonal aos vetores da vorticidade. Assim:
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|@7idA= [@.7 dA+ [@.diydA=0 (2.2)
S S1 S?

Ou seja
| @4, dA=— [ @iy dA= [ @(- i, )dA (2.3)
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Mas os versores 7; € —7i, apontam na dire¢do de um observador que
enxerga as curvas C; ¢ C; num sentido anti-horario. Assim:
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Esse resultado significa que o fluxo do vetor da vorticidade, € constante
ao longo do comprimento de um filete de vortices, ou seja, a intensidade
(ou circulagdo) de um filete de vortices ¢ constante ao longo de seu
comprimento.

3)Teoremas de Helmholtz

A 1ntensidade (circulacdo) de um filamento de vortice permanece
constante ao longo de seu comprimento.

Um filamento de vortice nao pode comecar ou terminar em um ponto
dentro do fluido. Filamentos de vortices tem que formar circuitos
fechados ou se estender até as fronteiras do escoamento.



Exemplo: O vortice de Rankine funciona como um bom exemplo para a
aplicacdo do teorema de Stokes e o conceito de circulacao.

Vg =Qr To




No vortice de Rankine, o campo de velocidades ¢ dado por:

I
Vg =Qr parar <r,; Ly =5 para r >r,.

Assim, temos toda a vorticidade concentrada no nucleo rotacional de
raio r <r,. De fato, calculando a vorticidade no nucleo:

é. €y é, é. €y ¢€,
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[sso resulta |@=2€2¢€,




O escoamento externo ao nucleo ¢ irrotacional (potencial):

é. @&y @, é. @&y @,
@:VXV:@ o a+09é22g o a+ T 5 =0
or 100 oz or ro0 0z g2
U, Vg v, 0 L 0
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A relacdo entra a circulacdo I' e a vorticidade @w pode ser obtida pela
igualdade das velocidades interna e externa ao nucleo em r=r,:

Qr, = L :>Qr0: L quelresulta:F:a)ﬂro2
2y, 2 2rr,




Dado que a vorticidade € constante no nucleo, o resultado F=a)72'7'02

representa exatamente o fluxo do vetor da vorticidade através da
superficie em forma de circunferéncia que constitui o nucleo do vortice.

E facil também ver que o calculo da circulagio ['c sobre qualquer curva

C ao redor do nucleo resultara no mesmo valor de circulacao I'. Por

exemplo, se calcularmos a circulacdo sobre uma circunferéncia de raio
R >r,, com R qualquer:



di=Rd0é,
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Por outro lado, o calculo da circulagdo I'~ sobre um circuito que ndo

envolve o nucleo serd sempre nulo. Por exemplo, um circuito fechado
como o da figura:




[c= Wdé (V.di+ [V.di+ [V.di+ [V.dl
AB BC CD DA

Isso resulta:

R, 77 Ry %
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R 0 R 0
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Finalmente:
T -
[e= | RydO— | ——RidO =0



Exemplo: Calcule a circulacio no percurso ABCDA da figura,
considerando o perfil de velocidades u=u(y) e v=0.
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Pela definicao de circulacao:

—

'={0.d
Isso resulta:

= [o.dl + [o.dl + [o.di + [0.dl  =[u(0)—u(5)|As
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u(0)é,.Ase, u(y)e,.Asé, u(d)é,.—Ase, u(y)é..-Ase,

['=—UAs




Pelo teorema de Stokes:

['=[@&.7idS
S
Em duas dimensoes, &= v_u é,. Como v=0:
ox Oy
o
['= (—auj} é,dS=— ja—uAsdyz—[u(5)—u(O)]AS




4)Sustentacao

A circulagao da vorticidade da camada limite na face superior do
aerofolio sera, em modulo, maior que a circulagdo da vorticidade da
camada limite na parte inferior do aerofolio: —I'; >17.



Resultara uma circulacdo negativa. Pelo teorema de Kutta-Joukowski:

=—pU,I'| onde L ¢ afor¢a de sustentagao (“Lift”)
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Curva C; xa de um aerofolio simétrico NACA 0012. Extraido de
https://www.ctd-online.com/Wiki/NACAO0012_airfoil.



L

C; = onde 4, ¢ a area planiforme do aerofolio.

| )

No caso do aerofolio NACA 0012, 4, =bx ¢ (envergadura multiplicada
pela corda).

Na curva, antes do estol (“stall™):

C; =22ra,com a emradianos, ou C; =27rsena com « em graus.
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