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Entropia

Entropia

e Dada uma particdo de 2, A = {A;,As,...,A,} e usando p; = P(A;),
definimos:

H(A) = =) pilog,pi.
i=1

@ Esta funcdo é denominada a entropia da parti¢do .A.

@ A base do logaritmo usada na definicdo pode ser qualquer, resultando
apenas em um fator multiplicativo de diferenca, que indica a unidade
usada. No caso da base 2, a unidade da entropia € bits.

@ Por essa defini¢do, quando um evento é de probabilidade 0, precisamos
avaliar log, p que envolve uma divergéncia, mas como ela aparece
multiplicada por p, o resultado é que p log, p = 0 (verifique por limite), e
esse evento ndo contribui para a entropia.
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Entropia

Exemplos

e Considere uma moeda justa e a particio A = {{CARA}, {COROA}}.
Neste caso pcara = PCOROA = 3 € portanto

H(A) = —231log, 5 =1,

isto é, esta particdo tem 1 bit de entropia.

@ Considere um dado justo e a parti¢do

A= {{1},{2},{3}, {4}, {5}, {6}, }. Neste caso, p; = L e
6
H(A) = - llog, L =—6}log, L =log, 6 ~2.58,
i=1

isto é, esta particdo tem pouco mais de 2 bits de entropia.
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Entropia

Exemplos (cont)

@ Considere novamente um dado justo, mas com a parti¢io
A= {{1,3,5},{2,4,6}}. Neste caso, p; = p> = 1 e portanto

H(A) =1.
@ Considere ainda um dado justo agora com a parti¢cdo

A= {{1},{2,3},{4,5,6}}. Neste caso, p; = ¢,p2 = 1 e p3
resultando em

=

H(A) = —%logzé— %logz%— %logz%

é10g26+ %10g23+%
~ 1.46.
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Entropia

Maximo

@ Como 0 < p; < 1, entdo p; log, p; < 0 e portanto a entropia € sempre
ndo-negativa H(A) > 0.

@ Se temos um evento A, ele conjuntamente com seu complemento A,
formam uma parti¢do. Se p € a probabilidade de A, essa parti¢do tera
entropia

—plogyp — (1 —p)logy(1 —p).

@ Essa é uma funcdo de p que vale zero tantoem p = O quantoemp = l e
é positiva para os outros valores de p. Isto significa que ela tem um
maximo para algum valor de p.
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Entropia

Maximo (cont)

e Fazendo 4
& [=plogyp — (1 —p)logy(1 —p)] =0
encontramos
Pmax = %7
isto €, o maximo da entropia acontece quando a probabilidade do evento
e de seu complementos sdo iguais.

@ Na verdade, isto pode ser generalizado: para uma particdo .4 com m
evento, a entropia tem valor miximo se todas as probabilidades p; dos
eventos na particao sao idénticas,

1
Pi= -

@ Neste caso, a entropia vale

m
Z % log, # = log, m.
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Entropia

Incerteza

e Como vimos, quanto temos m eventos, a entropia ¢ maximizada quando
todos sdo equiprovaveis, isto é, quanto temos o minimo de conhecimento
sobre qual dos m eventos pode ocorrer (se um deles fosse muito mais
provavel que os outros, teriamos boa seguranca de que esse evento
ocorreria).

@ Por outro lado, no caso de m eventos equiprovdveis, a entropia é dada por
log, m, isto &, ela cresce com o niimero de eventos, o que também
aumenta a nossa incerteza sobre o evento a ser escolhido.

@ Apesar de incerteza ndo ser precisamente definida aqui, isto € sempre
vélido: um aumento de entropia indica uma maior incerteza sobre o
processo aleatdrio associado.
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Entropia

Variaveis continuas

@ Numa varidvel continua, a probabilidade de eventos individuais é zero,

entdo precisamos generalizar a entropia com base na densidade de
probabilidade.

@ Dada uma varidvel aleatéria X com densidade de probabilidade p(x),
definimos a sua entropia como:

Hx) = - | " p(x) logs p(x) dx.

—00
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Entropia

Exemplos

@ Para uma varidvel exponencial:

temos
log, p(x) = log, @ — alog, (e)x

€ portanto
oo
H(X)= —/ ae” Y[log, o — arlog, (e)x] dx
0

oo o
= —alog, a / e~ dx+ a?log, e / xe  **dx
0 0

= —log, o+ log,e

= lOgZ §
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Entropia

Exemplos

@ Para uma distribuicdo gaussiana:

plx) = 01% exp (—W) ,

temos
log, p(x) = —log, ov2m ( ) log; e.
Portanto:
H(X) = —/ p(x) [— log, ov2 ( ) log, e] dx
1 o0
= log, ov2 / x) dx + logze2 5 /Oo(x — 1)?p(x) dx.
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Entropia

Entropia da distribuicao gaussiana (cont)

@ Na expressdo anterior, a primeira integral € apenas a integral da
densidade de probabilidade por todos os reais, o que vale 1.

o A segunda integral é a média de (x — p1)? que como  é a média,
corresponde 2 variancia 0.

@ Portanto ficamos com:

1
H(X) = log, oV2m + 5 log, e = log, o\ 2re.
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Entropia

Entropia da distribuicao uniforme

Considere uma distribuicao uniforme entre O e c:
1
px)=-, 0<x<ec.
Exercicio

@ Encontre a entropia associada com essa densidade de probabilidade.

© Dadas uma distribui¢do uniforme como a acima e uma distribui¢do
gaussiana com a mesma variancia, qual das duas tem entropia maior?
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Entropia

Entropia conjunta

@ No caso de duas varidveis aleatérias, podemos definir a sua entropia
conjunta.
@ No caso de varidveis discretas com probabilidades conjuntas p;;:

H(X,Y) == pijlog, py.
i

@ No caso de varidveis continuas com densidade de probabilidade conjunta
p(x,y):

H(X,Y)=—/ / p(x,y) log, p(x,y) dxdy.

@ Quando as varidveis X e Y sdo independentes, p(x,y) = p(x)p(y) e
portanto temos:
H(X,Y)=HX)+H(Y),
isto €, as entropias se somam se as variaveis forem independentes.
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Entropia

Entropia condicional

@ Considere o calculo da entropia de X dado um certo valor de Y = y. Para
isso, as probabilidade de X sdo as probabilidades condicionais a y:

P(x,y) P(x,y)
“2 B %)

@ Se agora fazemos a média dessas entropias considerando todos os
possiveis valores de y, temos a denominada entropia condicional de X
dado Y:

H(X|y) = ZPXIylogz (x]y) =

X

H(X|Y) ==Y P(x,y)log, (()).
X,y

@ Esta entropia indica o quanto de incerteza resta em X se conhecemos o
valor de Y:
e Se X e Y séo independentes, entdo H(X | Y) = H(X).
e Se X é totalmente determinado por ¥, entdo H(X | Y) = 0.
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Entropia

Informacao miitua

@ Definimos a informacdo mitua entre as varidveis X e ¥ como

o Esta medida quantifica a dependéncia miitua entre as varidveis X e Y:
e Se X e Y sdo independentes, entdo H(X) = H(X | Y)eI(X,Y) =0.
e Se X é totalmente determinada por Y, entdo H(X | Y) =0e
I(X,Y) = H(X) = H(Y), isto é, a informac@o miitua é idéntica a entropia
dessas varidveis.
Exercicio

Mostre que todas as expressoes apresentadas para /(X Y) sdo equivalentes.
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Entropia

Informacao miitua para analise de dependéncia

@ A informacdo mitua é similar aos coeficientes de correlag@o, no sentido
de medir relacdes entre varidvies aleatorias.

o Ela tem a vantagem de ndo precisar dos valores das varidveis. O
coeficiente de Pearson usa diretamente os valores no cdlculo da
covariancia e dos desvios-padrio e o coeficiente de Spearman usa 0s
valores durante a ordenacdo. Isso significa que eles ndo podem ser
utilizados em casos onde nao s@o associados valores aos eventos. Ja a
informagao mutua pode ser usada, pois ela apenas se interessa nas
probabilidades dos eventos.

o Ela tem a também vantagem de ndo depender de linearidade, mas tem a
desvantagem de que, ao contrdrio dos coeficientes de correlacdo, que t€ém
valores entre -1 e 1 e portanto fécil interpretacio, os valores da
informagdo mitua sdo maiores que zero, mas de resto arbitrarios.
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Entropia

Informacao mitua normalizada

@ Para resolver esse problema, vdrios métodos de normalizacio do valor
foram propostos.

@ Um deles é a chamada incerteza simétrica

1(X,Y)

N =20+

que tem valores entre 0 e 1, e vale 0 quando as variaveis sdo
independentes e vale 1 se as duas sdo totalmente relacionadas.
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