Lista 10. Cadeias de Markov com tempo continuo II.

Uma das principais habilidades para essa lista é escrever as equagoes de Kolmogorov e achar a medida invariante.

equagoes forward P ;(t) = Z P; k(t)qr,; — v; P (1)
e

equagoes backward P} ;(t) = Z ik Pr,j(t) —vi P (1)
k£

1. Tempo de vida estd modelado como cadeia de Markov com tempo continuo como transicao em dois estados
fisiolégicos A e B junto com estado T, terminal. As taxas de transicdo sdo Aap, Aar, ABT-
(a) (1 ponto) escrever sistema das equagoes de Kolmogorov backward, forward;
(b) (1 ponto) indique se hé existéncia de estado absorvente, escreva medida invariante;

(¢) (3 pontos)* consegue achar de forma explicita as probabilidades pap(t),par(t), ppr(t)? (x significa que
esse ponto adicional e nao é obrigatdrio).

(d) (1 ponto) construir a matriz de transigao para cadeia embutida;

(e) (1 ponto) o que pode falar sobre a medida invariante para cadeia embutida, pode achar a medida invariante?

Solugao.
(1 ponto) escrever sistema das equagoes de Kolmogorov backward, forward

Escrevemos as equagoes somente para transi¢oes de estado A:

Descrevemos forward: )
Piat)=—(Aa,+Aa1)Paa(t)

P} 5(t) = Paa(t)\a,B — A7 Pa B(t)
P) p(t) = Paa(t)Xar + Pas(t)Ap,r
Descrevemos backward:
Pha(t) =—=(\as +Aa71)Paa(t)
P 5(t) = Aa.BPp 5(t) — (AaB + Aa1)PaB(t)
Py r(t) =AasPpr(t) + AarPrr(t) — (Aap + Aa1)Par(t)
=AaPpr(t) +Aar — (Aa+Aar)Par(l)

(1 ponto) indique se ha existéncia de estado absorvente, escreva medida invariante;

Definitivamente o estado T é o estado absorvente. Isso significa que a medida de probabilidade concentrada em
estado absorvente, (w(A),n(B),n(T)) = (0,0,1), é invariante. Realmente, descrevendo sistema das equagoes de
Kolmogorov forward para medida invariante (7(A), 7(B), 7(T)) obtemos seguinte sistema das equagoes

= —(Aa,B + Aa7)m(A)
W(A)AA,B - )\B,T’/T(B)
= W(A)/\Aj =+ 7T(B)/\B7T
m(A) + 7(B) + 7(T) adicionamos essa
Facilmente percebemos que vetor (w(A),n(B),n(T)) = (0,0,1) é a tinica solucdo dessa sistema das equagoes.

(1 ponto) construir a matriz de transicdo para cadeia embutida;

Dado matriz de taxas de transigdes @ = (g;;), a relacdo com as probabilidade de transigdo para a cadeia

embutida ¢ p; ; = L,
:

9A,A 94A,B qA,T 0 AA,B AA,T
bA,A PAB DPAT vA vaA VA Aa,B+ra,r  AaBHAar
_ 4B, A 4B,B 94B,T _
PB,A PB,B DPB,T = s s um = 0 0 1
qT.A qr.B qar,T qr,A qar,B qr,T

pr,A Pr,B PT,T v vr v v v v



o que fazer com a tultima linha? todas as taxas gr, 4, ¢r,B, ¢r,7 a0 zeros, e temos uma incerteza do tipo %. Um
dos jeitos para estados absorventes (e sé para eles) podemos definir a taxa ¢r ¢ de “pular”no mesmo estado como
um nimero qualquer positivo. Assim vr = gr 7, pois outras taxas sao zeros para estado absorvente. Finalmente
a matriz vai ser

AA,B A, T
Aa,B+Aa,T Aa,B+Aa,T
0 0 1
0 0 1

0 que nao perturbe a nossa intuicgao.
(1 ponto) o que pode falar sobre a medida invariante para cadeia embutida, pode achar a medida invariante?

Bom, consideremos para matriz de transicao a equacao para medida invariante

)\A,/)\SifA,T )\A,ABlj’J):A,T
(m(A),m(B),«(T)) | 0 0 1 = (m(A),n(B),n(T)), m(A)+m(B)+n(T)=1.
0 0 1

Solucionando e escrevendo sistema das equacoes, obtemos

m(A) =0
~(B) = W(A)M;Aﬁ 7(A) =0
' Aur ' &<n(B)=0
W(T):W(A)m+ﬂ(3)+ﬂ(T) n(T)=1
1=n(A)+n(B)+n(T)

A medida invariante é totalmente concentrada em estado 7.

2. Considere cadeia de Markov com trés estados A, B e C' com seguintes taxas de transigao:
Aap =Aac =2,Apa = Aca =1

(a) (1 ponto) escrever sistema das equagoes de Kolmogorov backward, forward;
(b) (2 pontos) achar medida invariante 7 dessa cadeia usando equagoes de balango detalhado;
(
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) (1 ponto) construir a matriz de transi¢ao para cadeia embutida;

) (1 ponto) a cadeia embutida é periédica? caso positivo, achar o perfodo da periodicidade;
) (

1 ponto) o que pode falar sobre a medida invariante, pode achar a medida invariante? a medida invariante
7 do item (b) pode ser considerada como medida invariante para cadeia embutida?

Solugao.
(1 ponto) escrever sistema das equagoes de Kolmogorov backward, forward;

Escrevemos as equacgoes para todas probabilidades:

Descrevemos forward:

Pj A(t) = Pag(t)Apa + Pa,c(t)Aca — (AaB + Xac)Pa,alt)
Pj p(t) = Paa(t)\ap — ApaPa p(t)
P) o(t) = Pa,a(t)Aac — AcaPac(t)

Pp A(t) = Pp p(t)Apa + Pp,c(t)Aca — (AaB + Aac)Pa,a(t)
Py p(t) = Pp.a(t)Aap — ApaPp 5(t)
Py o(t) = Ppa(t)Aac — AcaPp,o(t)



PG A(t) = Pop(t)Apa + Pe,c(t)hca — (Aap + Aac)Po,a(t)

PG p(t) = Pea(t)Aap — ApaPe p(t)

Plo(t) = Pea(t)Aac — AcaPe,c(t)

Descrevemos backward:

Pj a(t) = XapPp,a(t) + AacPo,a(t) — (Aap + Aac)Pa,a(t)

P} p(t) = XapPB.B(t) + AacPc,B(t) — (Aap + Aac)Pa,s(t)

Pj o(t) = AapPp.c(t) + AacPe,c(t) — (Aap + Aac)Pac(t)
Pp a(t) = ApaPaa(t) = ApaPpa(t)  (FPoa(t) = AcaPaa(t) — AcaPea(t)
Pp p(t) = ApaPa(t) — ApaPp 5(t) P( p(t) = AcaPa,(t) — AcaPe,p(t)
Ppc(t) =AaPac(t) = ApaPpc(t)  \Poc(t) =AcaPac(t) — AcaPoc(t)

(2 pontos) achar medida invariante 7 dessa cadeia usando equagdes de balango detalhado;

Pela apostila, as equacoes de balanco detalhado para distribuicdo (7(A), n(B),n(C)) séo

m(0)¢,; = 7(j)aji, @ F J-
Entao

1
m(A) = ¢
F(A))\ABZW(B))\BA 27T(A)=7TB g
m(A)Aac = m(C)Aca = 2n(A) =7 (C) & 7T(B):g
m(A) + m(B) + n(C) = 1 adicionamos m(A)+7(B)+7(C)=1 2
w(C) = 5

(1 ponto) construir a matriz de transicdo para cadeia embutida;

Dado matriz de taxas de transigbes @ = (g; ), a relacido com as probabilidade de transigdo para a cadeia
embutida é p; ; = q;—j, em que v; = Y, ¢ ;- Assim, temos

PAA PAB DPAC 0o 2 2 o 41
PB,A PB,B PB,C = i 0 O = 1 0 0
pc,A Pc,B DPc,C 1 00 1 0 0

(1 ponto) a cadeia embutida é periédica? caso positivo, achar o periodo da periodicidade;

Por exemplo, a defini¢ao da wikipedia (https://pt.wikipedia.org/wiki/Cadeias_de_Markov#Periodicidade):
Um estado i tem periodo k se houver retorno ao estado 7 deve ocorrer em multiplos de passos de tempo k. For-
malmente, o periodo de um estado é definido como

E=mde{n>0:P(X,=1i]| Xo=1) >0}

(Onde "mdc”é o maior divisor comum), desde que este conjunto nao é vazio. Caso contrério, o perfodo nao estd
definido. Note-se que mesmo que um estado tem periodo k, pode nao ser possivel atingir o estado em k passos.
Por exemplo, suponha que é possivel voltar ao estado em {6, 8,10, 12, ...} intervalos de tempo; k seria 2, embora
2 nao aparece nesta lista.

Se k =1, entao o estado é dito ser aperiédico: retorno ao estado ¢ pode ocorrer em periodos irregulares. Pode
ser demonstrado que um estado 7 é aperiédico se e somente se existe n tal que para todo n’ > n,

P(X, =i | Xo=1)> 0.

Caso contrario (k > 1), o estado é dito ser periédico com periodo k. A cadeia de Markov é aperiddica se cada
estado é aperiddico. Uma cadeia de Markov irredutivel s6 precisa de um estado aperiédico para implicar que
todos os estados sao aperiodicos. Seja X,, cadeia embutida com matriz de transicdo definido em item anterior.
Observe, que

P(X;=A|Xo=A)=0, P(X;=B|Xo=B)=0, P(X,=C|Xo=C)=0,
I[l)()(2=fl|)(()214)>O7 P(X2:B|X0=B)>O, P(XQZO‘XOZC)>O,
P(Xs=A|Xo=A)=0, P(Xs=B|Xo=B)=0, P(Xs=C|Xo=C)=0,
P(Xs=A|Xo=A)>0, P(Xy=B|Xo=B)>0, P(X,=C|Xy=C)>0,

0 que mostra que a cadeia é aperiédica com periodo 2.



(1 ponto) o que pode falar sobre a medida invariante, pode achar a medida invariante? a medida invariante
7 do item (b) pode ser considerada como medida invariante para cadeia embutida?

Tentaremos resolver a equagao para medida invariante

0

(m(A),m(B),m(C)) | 1 = (n(4),n(B),n(C)), 7(A)+n(B)+n(C)=1.

S Ol
S Ol

—_

Solucionando e escrevendo sistema das equacoes, obtemos

7(A) = n(B) +w(C) B

A [

7(C) = 7(A)2 I
1=n(A)+n(B)+=(T) N

A medida invariante é diferente da medida invariante do item (b). Observe, que, embora a medida invariante
existe, mas ela nao ¢é limite de poténcia de matriz de transi¢ao: para qualquer k =1,2,...

112k‘ 2k+1

0 5 3 0 0 0 5 3 0 3 3
1 0 0 :0%% e 1 0 0 =1 0 0
1 0 0 0 3 3 1 0 0 1 0 0



