Lista 3 - MAE0499 Processos Estocasticos. Gabarito!

Exercicio 1

Seja X ~ exp(A\) e Y ~ exp(p). Supomos que X, Y sao independentes. Achar
Solucgao:

(a) a densidade e distribuigao acumulada de max(X,Y);

Fraz(2) = P(maz(X,Y) < 2)
=P(X <2z2)-P(Y <2)
(- ) (1- )

Portanto a fungio de distribuicao de max(X,Y) é Fu(2) = (1 —e %) - (1 — e™#?)

d
mazx = —Fiaz
Fios(2) = 2 Frn(2)
d
dz(l — e HF 6—)\2 + 6—(>\+H)z)
= pe M 4 Xe™ — (N + p)e” Mz
Portanto a funcao densidade de maz(X,Y) é faz(2) = pe™% 4+ Xe ™™ — (X 4 p)e~ A+w=

(b) a densidade e distribui¢ao acumulada de min(X,Y);

Frin(2) = P(min(X,Y) < z2)
=1—P(min(X,Y) > 2)
=1—-(P(X >2)-PY > 2))

=1- (e_”\z ce )

Portanto a funcdo de distribuicdo de min(X,Y) é Fn(2) = 1 — e~ F#)2
d

Portanto a funcao densidade de min(X,Y) é fin(2) = (A + ) - e=O+1)2
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(c) a densidade de Z = max(X,Y) —min(X,Y)
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entao,

Fmaa:fmin (Z)
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fmax—min(z) =

Portanto a densidade de Z é :

Exercicio 2

dz
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se z>0
se z < 0.
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Seja X o tempo de vida 1til de uma maquina com a densidade seguinte

1/3,

0,

1/15,

se x < 1 ano;

se z € (1 ano,6 anos;
se x € (6 anos, 9 anos;
caso contrario

Interpreta-se que, duranteo primeiro ano a maquina estd em processo de adaptacao que
leva a elevada frequéncia de falhas, os proximos 5 anos ela falha por causas aleatorias, e
os ultimos 3 anos a maquina falha por causa de desgaste das pecas.



Solucgao:

(a) Verifique se a fungao f ¢é realmente a densidade;
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Se f é densidade entao fog flx)dr =1
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14+ —-54+4--3=1
+15 +9

(b) Calcule a probabilidade de que a maquina falhe durante o periodo de 5 até 7 anos de
uso de maquina;

P(5 < X <7) —/57f(x)dx
1

= 1+11—8
15 9 45

(c) Sabendo que a maquina funcionou 5 anos. Qual é a probabilidade de que ela vai
funcionar durante proximos dois anos.

P(X >7,X > 5)
P(X > 5)
_P(X27)
P(X > 5)

P(X > 7|X > 5) =



= se 0 <t <1 ano;

r(t) = 4 15 = se t € (1 ano,6 anos|;

1
= . sex € (6 anos,9 anos];

Exercicio 3

Seja U ~ UJ0,1]. Achar a distribui¢do de Z = In(U) e calcular a funcao taxa de falha
dela.

Solucao:
t
B B o | e, set <O,
Fz(t) =P(In(U) <t)=PU <¢') = { 1, set>0.
a densidade de Z é ¢
B | et set <O,
f2(t) = (Fz(t)) = { 0, set>0.
A funcao taxa de falha é portanto:
f(t) set<0
(t) = =9 1 |
1— F(t) 0, set>0.

Exercicio 4

Seja X ~ exp(N), achar fungao de distribuicao acumulada de

Solucao:
(a) Z =In(X)
P(In(X) <t) =P(X <¢)
= / e Mdr =1— e_)‘et, teR.
0
(b) Z =X



Exercicio 5

Um pouco reformulamos problema que foi resolvida na aula. Suponha que vocé entrou
numa estacao de metrdo para comprar passagem. Metrd possui trés caixas e todas sao
ocupadas. Vocé comprara a passagem no primeiro caixa que ficar livre. Suponha que o
tempo de compra de uma passagem para um passageiro tem distribuicao exponencial com
a média de 1 min. Qual é a probabilidade de vocé ser o tltimo a sair das caixas (entre
quatro pessoas envolvidas, vocé e as outras duas pessoas que estao comprando os bilhetes
nas caixas quando vocé entrou)?

Solucao:

No momento que um dos caixas fica livre, devido a propriedade de falta de memoria
da exponencial, o tempo dos outros atendimentos até o momento que sou atendido nao
importa. Portanto no momento quando eu estou atendido na caixa temos 3 exponenciais
independentes com o mesmo parametro. Assim, a probabilidade de eu ficar por ultimo é
a probabilidade da minha exponencial seja maior de que outras duas, o que leva resposta
um terco.

Ou o mesmo pode ser calculado de seguinte forma. Seja T}, 715, T3 os tempos de aten-
dimento de cada caixa e suponha sem perda de generalidade que o serei atendido no caixa
3, ou seja, o meu tempo de atendimento é T3, entao

P(Tg > Tl,Tg > TQ) P(mam(Tl,TQ) < Tg)
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