Lista 2 - MAE0499 Processos Estocasticos. Gabarito!

Exercicio 1
A distribuicao (densidade) conjunta de X e Y é:
flz,y) =aye e, 0<2x<00,0<y<o0.

Para que f(z,y) seja realmente a densidade achar o valor numérico do coeficiente a.
Calcule E[X|Y = y].

Solucao:
1. achar o valor numérico do coeficiente a.

Por definigao dizemos que f(x,y) é uma fungao densidade de probabilidade se satisfaz
as seguintes propriedades:

1: f(x,y) > 0, para todo z,y € R;

2[5 )7 fz,y)dady = 1.

Note que para z,y € (0,00), f(x,y) > 0, entao vale a propriedade 1. Falta verificar a
propriedade 2.

/ / fxydxdy—/ / a-ye e Vdxdy
- / ey{/ ye Wd:v} dy
0 0
— . ~Y o — _o [T =
—a/o e Ydy a(( e )0> a

Portanto a = 1 = f(z,y) é a fungao densidade de probabilidade.

2. Calcule E[X|Y = y].

Sabemos que E[X|Y =y| = ffooo xf(x|y)dz. Entdo, primeiro, encontraremos a fungao
de densidade condicional:

f(z,y) ye ¥re?
fX|Y(37|y) f(y) fooo ye—yfce_ydw
ye ¥y
=T
= ye_yx

Assim, a distribuicao de X dado Y = y é exponencial com a taxa y, portanto a

EIX|Y =y =
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ou com mais calculo

EX|Y =y] = / x-ye Ydx
0

Exercicio 2

Sejam X e Y varidveis continuas com distribuigao conjunta f(z,y)
flz,y)=e @ 0<z<o0, 0<y<oo.
1. Achar P(0 < X <2).
2. Achar PO< X +Y <2).

3. Qual ¢ a distribuicao de E(X | Y)? (X e Y sdo independentes?)

Solucao:

1. Achar P(0 < X <2). A fungao densidade de probabilidade de X é da forma

:/ f(x,y)dy:/ e(“y)dy:ex/ e Vdy =e "
0 0 0

Portanto,

der = —e 24+ 120.864

PO<X<2)= /02 e~%dx = (—e™?)

2. Achar P(0 < X +Y <2).

PO<X+Y<2)=PO0<X<2-Y)

2 2—y 2 2—y
= / [/ e_(”y)dx} dy = / eV {/ e_zdx} dy
0o LJo 0 0

2 2
= / eV (—e_(Q_y) +1)dy = / (—e 2+ e Y)dy
0 0

=22+ (—e?+1)=1-3e22205%

3. Qual ¢é a distribuigdo de E(X | Y)? (X e Y sado independentes?) Primeiramente,
observamos, que X e Y snao variaveis aleatérias independentes. Observe, que no item
anterior, item 1, nés ja sabemos que a distribuicao densidade de X é

fx(z)=e"2>0,.



ou, seja, X tem distribuicao exponencial com a taxa A = 1. E da mesma forma podemos
achar que

fY(y) = e_yuy > 07

Assim, temos a relagao da independencia

f(xay) = 67(:1:+y) =e el = fX<x>fY(y>7 T,y > 0.

Significa, que X e Y sao independentes.
Por isso, deduzimos, que

E(X | V) =E(X) =1,

porque a média de exponencial com taxa 1 é igual a 1. Isso termina a solucao.

Mas caso vocé quer passar pelo calculo sem esse truque barato, entao, pode calcular
direto:

E[X[Y] = / " 2f(aly)dz

(e}

Vamos encontrar fx|y (z|y):

fz,y) e (tv)
€T ey = 0
fX|Y( ’y) fY(Z/) fo e—@+y) dg
67(I+y) 67(1‘+y) —
= 9 = =€
eV [ e rdx ey

Portanto :

E[X|Y] = / r-e “dr =1.

[e.9]

Lembramos que duas variaveis X e Y sao independentes se:

flx,y) = fx(@) - fr(y).

Como fx(x)= [;° e~ @dy =e e fy(y) = I e~ @t dy = 7Y, entdo:

f@)- fly)=e " eV =e ) = f(a,y)

Ou seja, X e Y sao independentes.



Exercicio 3
A densidade conjunta de X e Y é:
f(@,y) = clx+y), z,y €0,1].
1. Achar c.
2. Achar densidades marginais fx(z) e fy(y).
3. Variaveis X, Y sao independentes? Justifique.

4. Achar E[X | Y =y].

Solucao:

1. Achar c.

H
OIS

Portanto ¢ = 1.

2. Achar densidades marginais.

fX($>:/01($+y)dy=/olxdy+/Olydyzsc(y
fn = [ vte= [Cater [ yir= (2

3. Variaveis X, Y sao independentes?
Note que f(z)- f(y) = 25 - 252 # f(z,y).

1 y? | 2 +1
+ (= ) =
0 2 1o 2
1
ool
0

Portanto X e Y nao sao independentes.

4. Achar E(X | Y =y).

BXIY =)= [ afslelnde = [0 L5800

bo(z+y) 2 !
= T - de = . 2% + zy)dx
/0 2 2y +1 /0 e

2 x? 21) 2 1+y 3y 42
S 2y+1\3 o/) 2y+1\3 2) 6y+3

1 x
o“/(E




Exercicio 4

Um ponto é escolhido aleatoriamente no quadrado @ = {(z,y) : |z| + |y| < 1}. Sejam
(X,Y) as coordenadas desse ponto. Isso significa que a densidade conjunta é

_J e se(xy) € Q;
f(x’w_{o se (z,y) ¢ Q.

1. Achar valor de c.

2. Achar distribuicaoes marginais fx e fy.

3. Usando item anterior reponder: as variaveis aleatorias X e Y sao independentes?
4. Encontre a densidade de X dado que Y = 1/2.

5. * Encontre a densidade de X dado que X +Y = 1/2.

Solucao:
Temos que:
r+y<l,z>0,y>0
Q= —rz+y<l,z<0,y>0
) z—y<1l,z>0,y<0
—r—y<l,x<0,y<0
(
x
1. Achar c.

1://cdxdy:c-areadeQ:c'2
Q

Portanto, ¢ = %
* %
O mesmo calculo pode ser feito direto: se y € [0, 1], entao

r+y<lz>20=2<1l-y=0<zx<1—-y
—r+y<liz<0=z>2y—1=y—1<2x<0



Se y € [—1,0], entao

r—y<lz>20=z2z<1l4+y=0<zx<1+y
—rx—y<lizr<0=zx>2—-y—-1=-y—-1<2<0

1 ploy 0 0 4y 0
1= c{/ (/ ldx +/ ldx)dy +/ (/ ldx +/ ldx)dy}
o Jo y—1 -1 Jo —y—1

1 0
:c{/ 1—y—(y—1)dy+/ L+y—(~y—1)dy}
0 —1
1 0
:c{/ 2—2ydy+/ 2 + 2ydy}
0 1

= 2c

Portanto ¢ = %

2. Achar distribui¢oes marginais fx e fy.

14z 1 11—z 1
= —]]_[_170] (ZE)dy —+ 51[071] (Jf)dy

(14 2) — (=2 = 1)) L (@) + 5 (1= 2) — (&~ 1)) L)
= (1 + I)]l[_lvo](x) + (1 — x)]l[(),l] (13)
Ou, em outra formula

[ 1—2, sexze|0,1]
fX(fr)_{l—i-x, se x € [—1,0]

E de forma analoga, obtemos que:

[ 1-y, seyel0,1]
fy(y)_{l—i-y, sey € [—1,0]

3. X e Y sao independentes?

fx(e) - fr(w) # [(,9) = 5 se 2,y €Q

Portanto, X e Y nao sao independentes.



4. Encontre a densidade de X dado que Y = %

f(z,y) 5 Lolz,y)
Fxp (X]Y) = -
X = ) T = 9 Ton() + (1 + )1 1)
Como Y:%
f(x,3)
fxy (XY =3) = :
| fr(3)
L@
(1= )1py(35) +0]
Lo, 1. (x)
2 [-3,3]
= i =11 4(@)
2
5*. Encontre a densidade de X dado que X +Y = %
Observe: X+Y:%:>Y:%—X
Yy
1 x x

Pelo grafico, X tem distribuicao uniforme no intervalo da reta vermelha. Os pontos
podem que tocam a borda do quadrado podem ser encontrados da seguinte forma:

THy-—3= _ -1
{—x+y—1=0}:>x_ 4

Portanto X ~ Um'forme(—}l, %)



Exercicio 5

(Wiki: “In applied statistics, the Marshall-Olkin exponential distribution is any member of
a certain family of continuous multivariate probability distributions with positive-valued
components. It was introduced by Albert W. Marshall and Ingram Olkin. One of its
main uses is in reliability theory, where the Marshall-Olkin copula models the dependence
between random variables subjected to external shocks.”)

Sejam XY independentes e tem distribuicao exponencial com taxa \. Seja T =
min(X,Y). Achar E(T | X = ).

Solucgao:

E(T|X =x) = / min(t, ) - \e”dt
0

= / the Mdt + / xhe Mdt
0 x
_ <t(—e)‘t) C / (—eM)dt) +a ((—e*t)
0 0

1 x
— —J]€_>\$ o (_ . e—)\t ) +JJ€_>\$
A 0

1 — 67)\1

)

O que finaliza a solugao.
Sabemos que a distribuigdo de 7' = min(X,Y") é exponencial com a taxa 2. Verifica-
mos isso, usando a formula anterior.



