Lista 1 - MAE0499 Processos Estocasticos. Gabarito

Exercicio 1

A distribuicao conjunta de duas variaveis discretas X, Y é dada pela seguinte tabela:
X\Y | -1 0 2
-1 0 1/6 | 1/12
0 1/6 0 1 /12
1 1/4(1/12] 1/6

1. Achar a distribuicao de Z =2X +Y.

Solucao:

Note que Z pode assumir os seguintes valores, Z = {—3, -2, —1,0,1,2,4}. Portanto
podemos calcular a probabilidade de Z assumir cada um dos valores.

P(Z=-3)=PX=-1,Y=-1)=0
1
IP’(Z:—Q):]P’(X:—l,Yzo):6
1
P(Z=—1)=B(X =0,Y =—1) = 5
1
]P’(Z:O):]P’(X:O,Y:O)+P(X:—1,Y:2):0+E
1
PZ=1)=P(X=1Y=-1)=—
4
1 1 1
P(Z=2)=P(X=0,Y = PX=1Y=0)=—+—=-
( ) =P(X =0, )+ P( : )=t
1
I[”(Zzl):]P’(le,Y:2):6
Portanto a distribuicao de Z é da forma:
z B3-2-110(1]2|4
PZ== 10 [ [ F %1311 13

Podemos verificar se o calculo esta correto somando a linha de P(Z = z), cuja soma
deve ser igual a 1.

2. Achar as distribuicoes marginais de X e Y. As varidaveis X e Y sao independentes?
Solucgao:

A partir da tabela de distribuigao conjunta podemos obter as distribui¢oes marginais
de X eVY.



ye{—-1,0,2}
PX=0)= Y PX=0Y= j=liorlo3
T I N 2 12
ye{—-1,0,2}
1 1 1 6
PX=1)= PX=1Y=y=-+—+-=—
ye{-1,0,2}
Portanto a distribuicao marginal de X é da forma:
X 1101
PX=x)[5[5[5
Repetindo o mesmo processo para Y':
P(Y=-1)= Y PX=uz y=-1)=0titi=2
- ST T 6 412
ze(—1,0,1)
P(Y=0)= ) PX=uz Y—O)—1—|—0+i—i
B _e(im) S 6 12 12

1 1 1 4
( )= > PX=u )=t s ™ n

Y -1 0] 2
PV=y [5l5 | o




3. Achar a distribuigao de E(X | Y).
Solucao:

Por definicao temos que :

Portanto:

- P(Y = —1)
0 1 13
=ﬂ4%3+®%%+0)§=5
12 12 12

P(X =2,V =0
~Ya ( )

- P(Y =0)
1 1
: 0 51
=05+ Oz 1) ¥ =3
12 12 12
E(X[Y =2)=> o P(X =aly =2)
-y P(X =2,Y =2)
& P(Y =2)
1 1 1
= (1) F+0)- 2+ £ =7
12 12 12
y 102
EXly=y) |[?[-F]2
PEXY =y)=) |55l




4. Construir distribuicao condicional de X dado Y = 2

Solugao:

PX=-1Y=2) 1 1
P(X =—-1Y =2) = ’ =12 _ -
P(Y =2) % 4
P(X=0Y=2) 5 1
P(X =0Y =2) = ’ =12 _ _
P(Y = 2) & 4
PX=1Y=2) ¢ 2
P(X =1y =2) = ’ -6 _Z
P(Y = 2) &= 4
X[Yy=2 [-1]0]1
PX|[Y=2)|1]|:]|2
5. Achar distribuigao de Var(X|Y)
Solucao:
Por definicao temos que:
Var(X[Y = y) = E(X*]Y =y) — (E(X|Y =y))’
0 3 : 3\* 6
Var(X|Y = — ( + ( )2.i+(1)2.i> _(_) -
5 B = 5) 25
2 1 1\* 8
Var(X|Y =0) = 240204122 )= (-2) ==
] ( EN ) 3) ( 3) 9
1 . 1 , 1 1\* 11
Var(X|Y =2) = ( i 14_(1)5) < Z) =
Entao:
Var(X|Y) I

Rl

P (Var(X|Y) =)

Exercicio 2

([1], Capitulo 3) X, X, s@o varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
seguindo a distribui¢ao geométrica, X; ~ Geom(p),i = 1,2. Achar P(X; = k| X; + X, =

Solugao:

Temos que X; ~ Geom(p),i

= 1,2, independentes.
Considerando que : P(X =n) = (1 —

p)"p



]P)(Xl—k’ X1+X2—n) _]P’(Xlzk’)]P)(XQZTL—k’)

P(X; = k| X1 + Xy = -
(X = kX + Xy =) = P(X; + Xo = n) P(X; + Xo = n)

Temos que

P(X,=k)-P(Xo=n—k)=(1-p)*-p-(1—p)" " p

calculamos entao o denominador.

P(X1+Xo=n) =Y P(X;=n—kX;=Fk) P(X;=k)
k=0

=Y (1= p-(L=p)p
k=0

=p*-(1—p)"-(n+1)

Concluimos que

1— k. (1 — n—k .
P(X1=k|X1+X2:n):( ?) P(_p) p_

Exercicio 3

([1], Capitulo 3, Exercicio 7) Distribuigao conjunta p(z, y, z) de varidveis aleatérias X, Y, Z
¢ dada pela seguinte tabela:

1 1

1,1.1) = - 1,1,1 —

p(?a) ]’ p( ) 4’

1 3

1,1.1) = - 11,1 —

p(?’) 87 p(?’) 16

1

1,1,1) = — 1,1,1 0,
p(LLY) =1e p(L11)=

1

Calcule E(X|Y =2) e E(X|Y =2,Z =1).
Solucgao:

Por defini¢ao temos que

E(X|Y =y) = Z (Z]P’ _:z;,Z:z|Y:y)>



Para X = 1:

YPX=1Z=2y=2)=PX=1Z=1y =2)+P(X =12 =2]Y =2))

P(X=1,2=1Y=2) PX=17=2Y=2)
P(Y = 2) - P(Y = 2) )

)

=

(

6 4

sl
S~—
E

—~
—~
&l
~—

(1

Sler
S~—

o] =

Para X =2

Y PX=2Z=2y=2)=PX=2Z=1y=2)+P(X =27 =2]Y =2))

P(X=272=1Y=2) PX=2Z7=2Y=2)
P(Y = 2) + P(Y = 2) )

—~

+
Sl

Portanto : E(X|Y =2)=1-1+4+2.1="2

EX[Y =2Z=1)=) z-PX=zlY=22=1)

P(X=1Y=22=1) P(X =2,Y=22=1)
PY=22=1) J+2( PY=22=1) )

=1-(

Exercicio 4

Sejam X, Y varidveis aleatérias discretas sao independentes. Prove, que neste caso

E(X|Y =y) = E(X) , para qualquer y.

Solucao:



. PY =vy)
_ P(X =z)-P(Y =y)
. P(Y =vy)
:Za:-]P’(X:x)

Note que isso s6 é verdade quando X e Y sao variaveis independentes.

Exercicio 5

([1], Capitulo 3, Exercicio 28) Em Em modelo de urnas de Polya supomos que inicialmente
temos r vermelhas e b azuis bolas. Em cada passo uma bola é escolhida por acaso e depois
retorna para urna junto com mais uma bola da mesma cor. Seja Xj; numero de bolas
vermelhas em urna depois de k passos.

Solugao:

1. Achar E(X,11]X,)
Queremos encontrar o nimero esperado de bolas vermelhas no turno (n + 1) dado que

tinham X,, bolas vermelhas no n-ésimo turno
Considere n o niumero de bolas adicionadas até o turno n.

E(Xni1]X0n) = Xp - P(Xpi1 = XalX0) + (X + 1) - P(Xpy1 = X + 11X,)

:Xn-(l—%)ﬂ)@ﬂ”)‘(%)
:Xn—ﬁﬁﬂ){ntl)'(r:fiﬁ)
:X”_r+)§n+?+r+)lin+n+(r+§n+”)
:Xn-(l—m)

2. Usando item anterior achar E(X,)

Para obter E(X,) podemos utlizar indu¢do para mostrar que a esperanga é igual a
(r+b+n)
[

Base da indugao : Paran =0, E(X,) =



(r+b+n)

Hipétese de indugao : Para n, E(X,,) =1 - "

Passo de indugao : Supondo que vale para n, entdo para (n+1) temos que:

E<Xn+1) = E(E<Xn+1 |Xn))
1
Sy
1
_T+b+n)
(r+b+n+1)
r+b+n

:E(Xn.(l_

r+b+n

-7 r—+b (
(r+b+n+1)

r+b

)

Como queriamos demonstrar.
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