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Transformações de 
Coordenadas

• Uma vez constatadas algumas consequências dos 
princípios da Teoria da Relatividade em relação à 
Mecânica Clássica, como formalizar o procedimento de 
mudança de coordenadas entre referencias inerciais?


• Em outras palavras, como as Transformações de Galileu 
devem ser modificadas no contexto da Teoria da 
Relatividade? 
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• As Transformações de Galileu são substituídas pelas 
chamadas Transformações de Lorentz por conta da 
Teoria da Relatividade


• Como obter as novas transformações a partir dos 
princípios da Teoria da Relatividade? 


• Além desses princípios, outras hipóteses são 
necessárias?

Transformações de 
Coordenadas
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• Inicialmente, vamos refletir sobre o que estamos transformando de 
um referencial para outro


• Estamos buscando uma forma de calcular como um certo evento é 
visto em diferentes referencias inerciais


• Um evento é algo que realmente ocorre num ponto do espaço e 
em um instante do tempo. O fato de um evento poder ser 
observado e registrado é que define sua realidade e sua ocorrência 
não depende de referencial, mas a sua descrição depende.


• Portanto, vamos definir um evento como algo que ocorre em uma 
determinada posição em um determinado instante, representado por 
coordenadas  em um dado referencial(x, y, z, t)

O que estamos 
“transformando"?
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• Em seguida, queremos desenvolver um formalismo que permita 
representar esse evento em diferentes referenciais inerciais


• Continuando no mesmo contexto das aulas anteriores, queremos 
saber como representar um evento no referencial da Maria 

 e no referencial do João (xM, yM, zM, tM) (xJ, yJ, zJ, tJ)

O que estamos 
“transformando"?

176 CAPÍTULO 18. DILATAÇÃO DO TEMPO

Figura 18.1:

carro passa a estar parado no referencial SE, enquanto que SC continua o seu movimento
matemático com velocidade constante ~v. Assim, quando falamos em referencias de João
e Maria, queremos dizer os referenciais que coincidem com esses personagens enquanto os
seus estados de movimento não são alterados. João e Maria não são referenciais, mas
estão em referenciais.

Apenas com a finalidade de facilitar os desenhos, adotamos a velocidade relativa entre
os referenciais como sendo paralela ao eixo y, e temos as situações mostradas na figura
18.2.

Figura 18.2: Lado esquerdo: João move-se com velociadde v~j em relação a Maria; lado
direito: Maria move-se com velocidade �v~j em relação a João.

• trens ou foguetes?

Na época em que a relatividade foi proposta, o meio de transporte mais rápido era o
trem e os exemplos pedagógicos costumavam envolver observadores fixos no solo e em trens
em movimento. A partir da década de 1960, apareceram os foguetes tripulados e muitos
exemplos passaram a ser formulados em termos de observadores em foguetes. Na prática,
tanto trens como foguetes têm velocidades em relação à Terra que são muito pequenas
em comparação à da luz e, portanto, em ambos os casos os exemplos são artificiais. Neste
texto, ficamos com os trens. Por nostalgia, talvez...

MJMS, Figura 18.2

zM

xM

yM

zJ

xJ

yJ

zM

xM

yM

zJ

xJ

yJ

5
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tanto trens como foguetes têm velocidades em relação à Terra que são muito pequenas
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• É importante explicitar que algumas condições foram assumidas para facilitar 
nossos cálculos:


• os eixos dos dois referencias são paralelos ( )


• as origens coincidem ( ) em   

• o movimento do referencial do João em relação ao referencial da Maria, é na 
direção  no sentido de  crescente com velocidade  ou o movimento 
do referencial da Maria em relação ao referencial do João, é na direção 

 com velocidade  no sentido de  decrescente

xM ∥ xJ, yM ∥ yJ, zM ∥ zJ

OM = OJ tM = tJ = 0

yM, yJ y V

yM, yJ V y

O que estamos 
“transformando"?

MJMS, Figura 18.2
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• A fim de deduzir essas transformações, vamos assumir que:


i. um movimento retilíneo uniforme em relação ao referencial da Maria também 
deve ser em relação ao referencial do João


ii.para , a transformação deve se reduzir à identidade


iii.se um sinal luminoso é enviado de  em , a sua frente de 
onda deve se propagar com velocidade  em ambos os referenciais, de modo 
que:


V = 0

OM = OJ tM = tJ = 0
c

x2
M + y2

M + z2
M = c2 ⋅ t2

M ↔ x2
J + y2

J + z2
J = c2 ⋅ t2

J

206 CAPÍTULO 20. TRANSFORMAÇÕES DE LORENTZ

Figura 20.3: O referencial SJ , de João e o movimento de SM , de Maria.

Maria e João:

evento R

8
<

:
SM : (xR

M
, yR

M
, zR

M
; tR

M
) = (0, 0, 0; 0) (20.3)

SJ : (xR

J
, yR

J
, zR

J
; tR

J
) = (0, 0, 0; 0) (20.4)

À medida que o tempo passa, em cada um dos referenciais o pulso se expande e a luz
emitida fica distribúıda sobre uma esfera, cujo raio cresce com a velocidade da luz, como
mostram as figuras 20.4. De acordo com o segundo prinćıpio, em SM , é Maria que está
no centro da esfera enquanto que, em SJ , é João que se encontra nessa posição. Essa
situação viola bastante a nossa intuição clássica, já que parece corresponder a uma esfera
com dois centros. Podemos nos perguntar se seria posśıvel unificar os dois desenhos em
um só, representando simultaneamente as duas visões. A resposta é não!!! Tentar fazer
isso corresponde à pretensão a uma visão do problema que independe de referenciais par-
ticulares, superior e mais poderosa do que as permitidas aos humanos. Seria equivalente,
no exemplo da casa, a tentar fazer um desenho mostrando todas as suas faces, as quatro
paredes, telhado e piso, de uma só vez.

Figura 20.4: A evolução do pulso luminoso nos referenciais SM (a) e SJ (b).
MJMS, Figura 20.4

Nossas Hipóteses 
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• Essas condições implicam em transformações lineares, que 
visam preservar a homogeneidade do espaço e a uniformidade 
do tempo nos dois referenciais 


• Portanto, supondo essas condições e transformações lineares, 
vamos calcular como obter as coordenadas  de um 
determinado evento em um referencial a partir das coordenadas 
de outro referencial, ou seja, obter  a partir de 

 e vice-versa


• As equações que permitem essa transformação de um referencial 
para outro e que são consistentes com os princípios da Teoria da 
Relatividade são chamadas de Transformações de Lorentz

(x, y, z, t)

(xJ, yJ, zJ, tJ)
(xM, yM, zM, tM)

Nosso objetivo 
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• Como no nosso exemplo o movimento é na direção , notamos 
inicialmente que não há qualquer mudança nas coordenadas  
e  do evento nos dois referenciais, portanto:


 


y
x

z

xJ = xM

zJ = zM

Transformações de 
Lorentz 
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• trens ou foguetes?

Na época em que a relatividade foi proposta, o meio de transporte mais rápido era o
trem e os exemplos pedagógicos costumavam envolver observadores fixos no solo e em trens
em movimento. A partir da década de 1960, apareceram os foguetes tripulados e muitos
exemplos passaram a ser formulados em termos de observadores em foguetes. Na prática,
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MJMS, Figura 18.2zM
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• Para a direção , como a origem do sistema de coordenadas no referencial do João 
( ) tem seu movimento descrito no referencial da Maria como:


 


podemos assumir de forma geral que:





que é consistente com o movimento de  e corresponde a uma transformação 
linear genérica. 

y
yOJ

J = 0

yOJ
M = V ⋅ tM

yJ = A ⋅ (yM − V ⋅ tM)

OJ

Transformações de 
Lorentz 
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• Com relação ao tempo, também supondo uma transformação 
linear, podemos escrever de forma genérica:


 


onde não há termos em  e , pois isso violaria a ideia de 
isotropia do espaço, pois a única direção preferencial ou 
identificável é a direção 

tJ = B ⋅ tM + C ⋅ yM

xM zM

y

Transformações de 
Lorentz 
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• Voltando à nossa terceira hipótese:


 , ou seja, 


temos:








 e como ,  que implica em , temos:





x2
J + y2

J + z2
J = c2 ⋅ t2

J x2
J + y2

J + z2
J − c2 ⋅ t2

J = 0

x2
M + A2(yM − V ⋅ tM)2 + z2

M − c2 ⋅ (B ⋅ tM + C ⋅ yM)2 = 0

x2
M + z2

M + A2(y2
M − 2 ⋅ yM ⋅ V ⋅ tM + V2 ⋅ t2

M) − c2 ⋅ (B2 ⋅ t2
M + 2 ⋅ B ⋅ tM ⋅ C ⋅ yM + C2 ⋅ y2

M) = 0

x2
M + y2

M + z2
M = c2 ⋅ t2

M x2
M + z2

M = c2 ⋅ t2
M − y2

M

c2 ⋅ t2
M − y2

M + A2(y2
M − 2 ⋅ yM ⋅ V ⋅ tM + V2 ⋅ t2

M) − c2 ⋅ (B2 ⋅ t2
M + 2 ⋅ B ⋅ tM ⋅ C ⋅ yM + C2 ⋅ y2

M) = 0

(A2 − c2 ⋅ C2 − 1) ⋅ y2
M − 2 ⋅ (A2 ⋅ V + c2 ⋅ B ⋅ C) ⋅ yM ⋅ tM + (A2 ⋅ V2 − c2 ⋅ B2 + c2) ⋅ t2

M = 0

Transformações de 
Lorentz 
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• Esta expressão será verdadeira para todo e qualquer valor de  e 
 somente se cada coeficiente for nulo, ou seja:








yM
tM

A2 − c2 ⋅ C2 − 1 = 0 → A2 − c2 ⋅ C2 = 1

A2 ⋅ V + c2 ⋅ B ⋅ C = 0 → A2 = −
c2

V
⋅ C ⋅ B

A2 ⋅ V2 − c2 ⋅ B2 + c2 = 0 → A2 V2

c2
− B2 + 1 = 0

Transformações de 
Lorentz 
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• Substituindo a segunda equação na primeira, temos:



−
c2

V
⋅ B ⋅ C − c2 ⋅ C2 = 1

−
c2

V
⋅ C ⋅ (B + V ⋅ C) = 1

Transformações de 
Lorentz 
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• Substituindo a segunda equação na terceira, temos:








−
c2

V
⋅ B ⋅ C ⋅

V2

c2
− B2 + 1 = 0

−B ⋅ C ⋅ V − B2 + 1 = 0

B ⋅ (B + V ⋅ C) = 1

Transformações de 
Lorentz 
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• Portanto, temos:





e





que finalmente leva a:  

−
c2

V
⋅ C ⋅ (B + V ⋅ C) = 1

B ⋅ (B + V ⋅ C) = 1

B = −
c2

V
⋅ C

Transformações de 
Lorentz 
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• Voltando à segunda equação:





que combinado com:  


leva a:  

A2 = −
c2

V
⋅ C ⋅ B

B = −
c2

V
⋅ C

A2 = B2

Transformações de 
Lorentz 
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• Por sua vez, substituindo  na terceira equação:





tem-se:  





A2 = B2

A2 V2

c2
− B2 + 1 = 0

A2 V2

c2
− A2 + 1 = 0

A2 ⋅ (1 −
V2

c2 ) = 1

Transformações de 
Lorentz 
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• Definindo:


 e 


tem-se:  


 e 


• Pela nossa hipótese ii (slide 7), para  (ou seja, ) deve 

se ter  e , portanto  e 

β =
V
c

γ =
1

1 − β2

A = ± B = ± γ C = ∓
V
c2

⋅ γ

V = 0 γ = 1
A = B = 1 C = 0 A = B = γ C = −

V
c2

⋅ γ

Transformações de 
Lorentz 
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• O que finalmente nos leva às transformações de Lorentz:











, onde 

xJ = xM

yJ = γ (yM − V ⋅ tM)
zJ = zM

tJ = γ (tM −
V
c2

⋅ yM) γ =
1

1 − V2/c2
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• É interessante notar que as transformações inversas são dadas por:











, onde 


• O que quer dizer que o referencial da Maria se move com velocidade 
-V em relação ao referencial do João

xM = xJ

yM = γ (yJ + V ⋅ tJ)
zM = zJ

tM = γ (tJ +
V
c2

⋅ yJ) γ =
1

1 − V2/c2
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• Uma observação interessante é que as Transformações 
de Galileu são um limite das Transformações de Lorentz 
para V << c (  e  )


• Outra observação importante é que nada pode ter uma 
velocidade maior que a velocidade da luz, pois isso 
levaria a um valor complexo para 

γ ≈ 1 V/c2 ≈ 0

γ

22
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