Lista 12

Algebra 1 para licenciatura
MAT0120

Entrega: 30/06/2020

Os exercicios devem ser entregues até a data limite (30/06,/2020).

Exercicio 1. Seja K um corpo e f(x) € K[z] com df =2 oudf = 3. Mostre
que f € redutivel se e somente se f tem uma raiz.

Exercicio 2. Seja K um corpo finito com k elementos:
(a) Quantos polinémios monicos existem de grau 27
(b) Quantos polinomios irredutiveis de grau 2 existem?

Exercicio 3. Sejam f(z) e g(z) em Kz], K corpo nao nulo. Mostre que mdc
(f(x), g(x)) é o polinomio ménico de maior grau que divide f(x) e g(z).

Definigao 1. Seja A um anel comutativo qualquer. (Exemplo: K|x|, Z, R,
C). Um subconjunto I C A, chama-se ideal de I se e somente se vale:

1.0el

2.Vf,g (f,gel)= f+gel;

3. Vf,g(fel, ge A)= fgel.
Exercicio 4.

i. Seja f € A, mostre que (f) = {a.f : a € A} é um ideal principal gerado
por f;

ii. Sejam {f1,--+, fu} T A, mostre que I = (f1,--+, fn) ={a1fi + -+
anfn} € um ideal de A. Diz-se que I € um ideal gerado por {f1, -, fu};

iii. Seja K um corpo, mostre que todo ideal de K[z] € principal;

w. Mostre que um anel comutativo A € um corpo se e somente se 08 Unicos
ideais de A sio {0} e A (chamados ideais triviais).
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Exercicio 5. Seja I um ideal em um anel A. Defina em A a sequinte relacdo,
a~ 3 se e somente se o — € 1.

1. Mostre que ~ ¢ relacao de equivaléncia;

2. Seja x € A, mostre que a classe de equivaléncia de v é v+ 1 = {x+1:
i € I}. Denotamos a classe de equivaléncia de x por T.

3. Seja I C A e A/l o conjunto das classes de equivaléncia, defina:

Mostre que A/I é um anel onde 0 =0=Tel=1+1=1.

Exercicio 6. Seja p(x) € K[z], onde K[z] é um corpo, um polinémio nao
constante e irredutivel e (p(x)) = I.

(a) Mostre que Klz|/I é um corpo;
(b) Mostre que K[z]/I é um espaco vetorial;

(c) Mostre que, dado um corpo finito com k elementos, sempre existe um
corpo com k?* elementos.

(Sugestao: Use os exercicios 2 e 5 e as partes a e b)

Exercicio 7. Seja p um primo positivo, prove que xP~1 4+ 2P~2 4+ ... 1+ 1
é irredutivel em Q|x]

Exercicio 8. Um corpo K chama-se algebricamente fechado se todo po-
linomio de grau maior ou igual 1, tem uma raiz. Prove que K ¢é algebri-
camente fechado se e somente se todo polinomio irredutivel, ndo constante,
tem grau 1.



