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EXERCÍCIOS PARA ESTUDOS – AULA DE 12/06/2020 
 
 

Prove que o segmento de reta que une os pontos médios de dois lados de um 
triângulo é paralelo ao terceiro lado e tem por medida a metade da medida 
deste lado. 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Vetorialmente, tem-se: 
 
𝑀𝑁#######⃗ = 𝑀𝐴######⃗ + 𝐴𝑁######⃗  

𝑀𝑁#######⃗ = !
"
	𝐵𝐴#####⃗ + !

"
	𝐴𝐶#####⃗   (Hip.) 

𝑀𝑁#######⃗ =
1
2 -𝐵𝐴
#####⃗ + 𝐴𝐶#####⃗ .	

𝑀𝑁#######⃗ =
1
2	𝐵𝐶
#####⃗  

Pela definição de multiplicação por escalar, tem-se: 𝑀𝑁///// // 𝐵𝐶////  e 𝑀𝑁 = !
"
𝐵𝐶.  

 
Obs:  Podemos também escrever: 

2𝑀𝐴######⃗ = 𝐵𝐴#####⃗  

2𝐴𝑁######⃗ = 𝐴𝐶#####⃗  

Somando-se membro a membro:  

2-𝑀𝐴######⃗ + 𝐴𝑁######⃗ . = 𝐵𝐴#####⃗ + 𝐴𝐶#####⃗  

2𝑀𝑁#######⃗ = 𝐵𝐶#####⃗ ⇔ 𝑀𝑁#######⃗ = !
"
	𝐵𝐶#####⃗  

 

Hipóteses: 
Triângulo ABC qualquer 
M ponto médio do lado 𝐴𝐵////  
N ponto médio do lado 𝐴𝐶////  
 
Conclusão: 
𝑀𝑁///// // 𝐵𝐶//// e 𝑀𝑁 = !

"
𝐵𝐶 

 



Mais algumas propriedades geométricas que podem ser provadas 
usando vetores: 

 

1) Prove que se os pontos médios dos lados de um quadrilátero 

são vértices de um segundo quadrilátero, este é um 

paralelogramo.  

(Dica: use o teorema provado no item anterior.) 

 

Resolução na p. 21 do Livro 2 (Boulos & Camargo) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obs: o “quadrilátero” pode ser reverso. 

ABCD quadrilátero qualquer 
M, N, Q, P pontos médios dos 
lados de ABCD; 𝐴𝐶#### diagonal de ABCD 
 
Basta provar que: 𝑴𝑵&&&&&&&⃗ = 𝑷𝑸&&&&&&⃗  
 



2) Prove que as diagonais de um paralelogramo têm o mesmo 

ponto médio. 

(Dica: Seja M o ponto médio de 𝐴𝐶####, prove que M é também 

ponto médio de 𝐵𝐷####.) 

Resolução na p. 20 do Livro 2 (Boulos & Camargo) 

 

3) A) Num triângulo ABC, sejam M, N, P, os pontos médios dos 
lados 𝐴𝐵####, 𝐵𝐶#### e 𝐴𝐶####, respectivamente. Exprima 𝐴𝑁''''''⃗ , 𝐵𝑃'''''⃗ ,
𝐶𝑀''''''⃗  em função de 𝐴𝐵'''''⃗  e 𝐴𝐶'''''⃗ . 

 
A) Resolução na p. 18-19 do Livro 2 (Boulos & Camargo) 

 
 

 

𝑪𝑴&&&&&&⃗ = 𝑪𝑨&&&&&⃗ + 𝑨𝑴&&&&&&&⃗ = −𝑨𝑪&&&&&⃗ +
𝟏
𝟐
𝑨𝑩&&&&&&⃗  

 

 
Não vá concluir que a medida de 𝐴𝑁&&&&&&⃗  é a semi-soma das medidas de  𝐴𝐵#### e 
𝐴𝐶####. 
Sendo A, B, C vértices de um triângulo, vale: 5𝐴𝑁&&&&&&⃗ 5 < !

"
5𝐴𝐵&&&&&⃗ 5 + !

"
5𝐴𝐶&&&&&⃗ 5. 

Por quê? 



 
B) Mostre que:  𝐴𝑁''''''⃗ + 𝐵𝑃'''''⃗ + 𝐶𝑀''''''⃗ = 𝑂'⃗  
 

0
𝟏
𝟐
𝑨𝑩''''''⃗ +

𝟏
𝟐
𝑨𝑪'''''⃗ 6 + 0

𝟏
𝟐
𝑨𝑪'''''⃗ − 𝑨𝑩''''''⃗ 6 + 0

𝟏
𝟐
𝑨𝑩''''''⃗ − 𝑨𝑪'''''⃗ 6 = 𝑂'⃗  

 
 
 
 
 
 

 
 

Um resultado importante... 
 
 

Sejam  𝑢"⃗ = (𝑥, 𝑦)		e  𝑣⃗ = (𝑥!, 𝑦!) dois vetores não nulos. 
 

𝒖""⃗ ⊥ 𝒗""⃗ 	⇔ 𝒙𝒙! + 𝒚𝒚! = 𝟎 
 

 
 
Produto Escalar  

Sejam  𝑢"⃗ = (𝑥, 𝑦)		e  𝑣⃗ = (𝑥!, 𝑦!) dois vetores quaisquer. 

O número real  𝒙𝒙! + 𝒚𝒚!	é chamado produto escalar de 

𝑢"⃗  e 𝑣⃗. 

Notação:  〈	𝒖""⃗ , 𝒗""⃗ 	〉 ou 𝒖""⃗ ∙ 𝒗""⃗  

 
 
 
  



Exercícios 
 
1) Dados 𝐴 = (1, 3) e 𝐵 = (9, 4), determinar o ponto P 
do eixo OX tal que 𝐴𝑃>𝐵	 = 90".  
 

𝑃 ∈ 𝑂𝑋,			𝑃 = (𝑥, 0) 
𝑃𝐴"""""⃗ = 𝑂𝐴"""""⃗ − 𝑂𝑃"""""⃗ = 𝐴 − 𝑃 = (1, 3) − (𝑥, 0)

= (1 − 𝑥, 3) 
𝑃𝐵"""""⃗ = 𝑂𝐵"""""⃗ − 𝑂𝑃"""""⃗ = 𝐵 − 𝑃 = (9, 4) − (𝑥, 0)

= (9 − 𝑥, 4) 
 
Se 	𝐴𝑃>𝐵	 = 90"		então  𝑃𝐴"""""⃗  ⊥ 𝑃𝐵"""""⃗  ⇔ 〈	𝑃𝐴"""""⃗ , 𝑃𝐵"""""⃗ 	〉 = 0 

 
(1 − 𝑥)(9 − 𝑥) + 3.4 = 0 
9 − 𝑥 − 9𝑥 + 𝑥# + 12 = 0 

𝑥# − 10𝑥 + 21 = 0 
𝑥 = 3 ou 𝑥 = 7 

 
Resposta: 𝑃 = (3, 0)  ou  𝑃’ = (7, 0)  



2) Prove que as três alturas de um triângulo se 
interceptam em um único ponto. 

 

𝐴 = (𝑎, 0) 
𝐵 = (𝑏, 0) 
𝐶 = (0, 𝑐) 
𝐻$ = (0, 	ℎ$) 
𝐻# = (0, 	ℎ#) 
 
 
 
 
 
 

 
Vetorialmente, tem-se: 	
 
𝐴𝐻$""""""""⃗ = (−𝑎, 	ℎ$) e 	
𝐵𝐶"""""⃗ = (−𝑏, 𝑐) 
𝐴𝐻$""""""""⃗ ⊥ 𝐵𝐶"""""⃗ 	⇔ 
〈𝐴𝐻$""""""""⃗ , 𝐵𝐶"""""⃗ 〉 = 0 
𝑎𝑏 + 	ℎ$𝑐 = 0 

	ℎ$ = −
𝑎𝑏
𝑐  

 

𝐵𝐻#""""""""⃗ = (−𝑏, 	ℎ#) e 	
𝐴𝐶"""""⃗ = (−𝑎, 𝑐) 
𝐵𝐻#""""""""⃗ ⊥ 	𝐴𝐶"""""⃗  ⇔ 
〈𝐵𝐻#""""""""⃗ , 𝐴𝐶"""""⃗ 〉 = 0 
𝑎𝑏 + 	ℎ#𝑐 = 0 

	ℎ# = −
𝑎𝑏
𝑐  

 
 
 
Portanto, 	𝐻$ = 	𝐻# =	N0, − %&

'
O  

 
 
Logo, as três alturas se interceptam num mesmo ponto. 


