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Estatistica multivariada

Funcao de distribuicao conjunta

@ Até agora, trabalhamos apenas com uma varidvel aleatéria, mas muitas
vezes temos multiplas varidveis aleatdrias.

@ Vamos estudar um pouco o caso de duas varidveis aleatdrias, que
chamaremos de X e Y. Os conceitos e resultados se generalizam para
mais varidveis.

@ Cada uma dessas varidveis possui sua prépria fun¢io de distribui¢ao
cumulativa, Fx(x) e Fy(y).

@ No entanto, o comportamento das duas varidveis pode ser relacionado,
caso em que precisamos descrever essa interrelacao.

@ Introduzimos a fungdo de distribui¢do cumulativa conjunta Fxy(x,y) que
¢ a probabilidade associada ao evento

X<xY<y={x<x}n{r<y

isto é, que a varidvel X tenha valor menor do que x simultaneamente a
varidvel Y tendo valor menor do que y.
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Estatistica multivariada

Densidade conjunta

@ Para varidveis continuas, podemos descrever a probabilidade de o valor
das varidveis X e Y estarem numa regido infinitesimal dx dy através da
fun¢do de densidade de probabilidade conjunta p(x, y) tal que

P({x <X <x+dx,y <Y <y+dy}) = p(x,y) dxdy.

@ A probabilidade de os valores de X e Y estarem numa dada regidao D do
plano x, y é entdo dada por:

Py € D) = [[ ploy)dsas.
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Estatistica multivariada

Densidade conjunta (cont)

@ Disso concluimos que

y X
Fxy(x,y) = / / p(x,y) dxdy,

ou em outra forma:
(x,y) O*Fxy
xX,y) = )

Py 0x Qy

@ Também vemos que

p(x,y) >0, / / p(x,y)dxdy = 1.
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Estatistica multivariada

Distribuicoes marginais

@ Podemos definir distribui¢des marginais, que sdo as distribui¢des de
apenas uma varidvel, considerando todos os possiveis valores da outra:

Fe(0) = Fortxoc), 0= [ play)as.

—00

Fy(y) = Fxy(00,y), p(y) = /OO p(x,y) dx.

— 00
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Estatistica multivariada

Variaveis discretas

@ No caso de varidveis discretas, precisamos apenas definir as
probabilidades de cada par de valores:

P{X = xi,Y = yj}) = pjj.

@ As probabilidades marginais serdo

P({X = x}) ZPU

P{Y = y;}) ZPU

@ Também:

Z%‘:ZGZZM]’: L.
i J ij
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Independéncia

Variaveis independentes

@ Dizemos que as varidveis aleatdrias X e Y sdo independente se os eventos

{X < x} e{Y <y} sdo independentes.
o Isto &, se

P{X <x, ¥ <y}) = P{X <xhP({Y <y}),

0 que resulta em
Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y).

e Diferenciando a expressdo anterior em relag@o a x e y encontramos

p(x,y) = p(x)p(y)-
@ Para variaveis discretas teremos:
Pij = qi7j-
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Independéncia

Exercicio

A varidvel X tem uma distribui¢do uniforme no intervalo [0, a] e a varidvel Y
tem uma distribuicdo uniforme no intervalo [0, b]. Ademais, as varidveis sdo
independentes.

Exercicio

Encontre a densidade de probabilidade conjuntade X e Y, p(x,y).
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Independéncia

Gaussianas

o Considere duas varidveis gausssianas X e Y independentes, as duas com
média zero e desvio padrio o. Portanto

( ) 1 X2
x) = exp| ——=
P oV2m P 2072

o) = — Y
= —eX —_— .
Py o/ P 252

@ A densidade conjunta serd entdo:

PRI = Sra? 5P 202 )

@ Note que o fator constante é apenas um fator de normalizagdo, para
garantir que a integral de p(x,y) em todo o plano seja 1.

e Portanto (x,y) estdo distribuidas de tal forma que a distancia a origem
segue uma gaussiana com desvio padrao o.
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Independéncia

Simetria circular

@ Uma distribuicdo tem simetria circular se a densidade de probabilidade
em um ponto (x,y) depende apenas da sua distincia a origem
2 =x2+y=

p(x,y) = &(r).

e Um teorema estabele que, se X e Y sdo independentes e a sua densidade
de probabilidade conjunta tem simetria circular, entdo as varidveis sdo
normais, com média O e variancias iguais.
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Momentos e correlagdes

Momentos

@ Como no caso de uma tnica variavel, podemos definir momentos de
varidveis no caso de mais do que uma varidvel aleatoria.

@ Neste caso, temos os momentos de cada varidvel, e precisamos
considerar a distribuicdo conjunta no seu calculo.

@ Os momentos de ordem k serdo dados por

o) = [ dpar= [ [ oty

—0o0

() Z/Zy"p(y)dyz/_: /_Zy"p(x,y)dxdy.

Gonzalo Travieso 7600054 — Sistemas Complexos 2020-06-10 12/31



@ No caso de variaveis discretas:

(x*) = ZZX{'CPU,

(r*) = Z Z)fpy



Momentos e correlagdes

Médias e variancias

@ As médias serao

/ / p(x,y) dxdy
(o) o0

= / / yp(x,y) dxdy.
— o —00

= [ [ P pleyvay
=[] o= arar
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Momentos e correlagdes

Média de uma funcao

@ Dada uma fungéo de duas varidveis g(x, y), podemos definir uma fungio
de duas varidveis aleatérias X e Y, que € em si uma varidvel aleatdria:

g(X,Y)

@ A média dessa varidvel aleatéria € dada por

(8(X,Y)) Z/OO /OO g(x,y)p(x,y) dxdy.

@ Isto é, para avaliar a média de uma fung¢@o precisamos ponderar com a
probabilidade de cada um dos valores de seus pardmetros.
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Momentos e correlagdes

Covariancia

@ O fendmeno novo para o caso multivariado é que podemos definir
momentos associados com as relacdes entre as varidveis.

@ A covariancia entre X e Y € definida como
cov(X,Y) = ((X — (X)) (Y = (1))).
@ Isto pode ser reescrito como:
cov(X, ¥) = (XY) — (X)(Y),
pois

(X = X)) (Y = (1)) = (XY = X(¥) = Y(X) + (X){X))
= (XY) = 2(X)(Y) + (X)(V)
= (XY) = (X)(1).
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Momentos e correlagdes

Covariancia e variancia

@ Note que a covariancia de uma varidvel com ela mesma é dada por:
_ (X2 2
cov(X,X) = (X°) — (X)~.

@ Mas isto € a defini¢do da variancia de X.
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Momentos e correlagdes

Correlacao

@ A expressao

€ denominada a correlacdo (mais precisamente, o coeficiente de
correlacdo de Pearson, ou simplesmente coeficiente de correlacdo) entre
XeY.

@ Uma outra forma de definir o coeficiente de correlagcdo é como a
covariancia entre os escores-z de x e y:

ryy = cov(f(, f’),

onde
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Momentos e correlagdes

Correlacao (cont)

@ De fato, sabemos que

@ Portanto

Gonzalo Travieso 7600054 — Sistemas Complexos 2020-06-10

19/31



Momentos e correlagdes

Variaveis nao-correlacionadas

@ Dizemos que X e Y s@o ndo-correlacionadas se
rxy = 0.

e Equivalentemente:
(XY) = (X)(Y).
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Momentos e correlagdes

Combinacoes lineares

@ Seja Z uma varidvel aleatéria que € uma combinacio linear de X e Y:
Z=aX+bY.
@ Entdo a sua média vale
(Z) = a(X) + b(Y).
@ A sua variancia sera:
(z— (@)
= ((aX = (X)) +b(Y —(1)))?)
= d’o% + b*0y + 2abcov(X, Y).

o7

@ No caso em que cov(X, ¥Y) = 0 (varidveis ndo-correlacionadas), entio
2 _ 2 2
Ox+y = 0x T 0y-
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@ Duas varidveis aleatdrias X e Y sdo ortogonais se
(XY) =0.

@ Neste caso
(X+7)%) = () + (1),



Momentos e correlagdes

Correlacao, Ortogonalidade e Independéncia

@ Se as varidveis X e Y sdo ndo-correlacionadas, entdo as varidveis X — (X)
e Y — (Y) sdo ortogonais.

e Também, se X e Y sdo independentes, entdo elas sdao
nao-correlacionadas, pois

(XY) Z/OO /OO xyp(x,y) dxdy
:/ / xyp(x)p(y) dxdy
=/OO p(x )dX/Ooyp(y)dy

= (X)(Y).
@ Ja varidveis ndo-correlacionadas ndo sdo necessariamente independentes!
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Momentos e correlagdes

Limites do coeficiente de correlacao

@ A desigualdade de Schwarz estabele que, para quaisquer variaveis
aleatérias X e Y
(XY)? < (X*)(r?).

Além disso, a igualdade s6 ocorre se Y € linearmente proporcional a X:

Y = BX.
@ Portanto

(X = X)) (¥ = (1)))? < (X = (X)) = (1)),
e temos:
cov(X,Y)? < o3or.
@ Dai concluimos que
lrxy| <1,
e |rxy| = 1 apenas quando as duas varidveis sdo linearmente

relacionadas.
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Momentos e correlagdes

Problemas com o coeficiente de correlacao de Pearson

@ O coeficiente ryy diz quanto as varidveis aleatérias X e Y sdo
relacionadas:
o Se ryy = 0 elas sdo ndo relacionadas.
e Se ryy = 1 elas sdo linearmente relacionadas, com ambas crescendo ou
decrescendo simultaneamente.
e Se ryy = —1 elas sdo linearmente relacionadas, com uma crescendo
quando a outra decresce.
e Valores interemedidrios indicam diversos graus de relacionamento entre as
variaveis.
@ No entanto ele tem dois problemas:

@ A relagio avaliada € linear: o coeficiente s6 € alto quando a relacéo é
linear. Varidveis fortemente relacionadas de forma ndo linear podem ter
ryy relativamente baixo.

© Para o seu cdlculo, usamos o z-score das varidveis, que ¢ uma
normalizag@o que s6 é realmente adequada para varidveis com distribui¢cdo
gaussiana, ou ndo muito diferente de gaussiana. Portanto, o uso de rxy
para varidveis ndo-gaussianas pode ser inadequado.
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Momentos e correlagdes

Coeficiente de correlacao de Spearman

@ Para lidar com o primeiro problema apresentado, podemos usar o
denominado coeficiente de correlagdo de classificacdo de Spearman
(Spearman’s rank correlation coefficient), ou simplesmente coeficiente
de Spearman ou correlagdo de Spearman.

@ Neste coeficiente, ndo nos preocupamos com os valores numéricos das
varidveis, mas apenas com a sua ordem na classificagdo crescente de
valores.

@ Este coeficiente € calculado para uma amostragem especifica, com n
amostras x; € y;.

Gonzalo Travieso 7600054 — Sistemas Complexos 2020-06-10 26/31



Momentos e correlagdes

Coeficiente de Spearman (cont)

@ Comecamos por ordenar os valores x; entre si, e os valores y; entre si.

@ Definimos agora rx ; como o classificagdo do valor x; na ordem das
amostras de X, e ry ; como a classificagdo de y; na ordem das amostras de
Y.

@ O coeficiente de Spearman pyy € o coeficiente de Pearson das
classificacoes de X e Y:

cov(rx, ry)
pxy = ———.
OryOry
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Momentos e correlagdes

Propriedades

@ Se as varidveis forem ndo-correlacionadas, a ordem dos X e dos Y vai ser
ndo-correlacionada, e portanto pxy = 0.

@ Se Y crescer monotonicamente com X, ndo importa de que forma (linear,
quadritica, logaritmica, exponencial, etc.), entdo as classificagdes dos x;
€ y; vao ser as mesmas, € portanto os ry ; € ry,; estdo linearmente
relacionados, resultando em pxy = 1.

e Similarmente, se Y decrescer monotonicamente com X entdo pxy = —1.

Gonzalo Travieso 7600054 — Sistemas Complexos 2020-06-10 28/31



Entropia

Entropia

e Dada uma particdo de 2, A = {A;,As,...,A,} e usando p; = P(A;),
definimos:

H(A) = =) pilog,pi.
i=1

@ Esta funcdo é denominada a entropia da parti¢do .A.

@ A base do logaritmo usada na definicdo pode ser qualquer, resultando
apenas em um fator multiplicativo de diferenca, que indica a unidade
usada. No caso da base 2, a unidade da entropia € bits.

@ Por essa defini¢do, quando um evento é de probabilidade 0, precisamos
avaliar log, p que envolve uma divergéncia, mas como ela aparece
multiplicada por p, o resultado é que p log, p = 0 (verifique por limite), e
esse evento ndo contribui para a entropia.
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Entropia

Exemplos

e Considere uma moeda justa e a particio A = {{CARA}, {COROA}}.
Neste caso pcara = PCOROA = 3 € portanto

H(A) = —231log, 5 =1,

isto é, esta particdo tem 1 bit de entropia.

@ Considere um dado justo e a parti¢do

A= {{1},{2},{3}, {4}, {5}, {6}, }. Neste caso, p; = L e
6
H(A) = - llog, L =—6}log, L =log, 6 ~2.58,
i=1

isto é, esta particdo tem pouco mais de 2 bits de entropia.
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Entropia

Exemplos (cont)

@ Considere novamente um dado justo, mas com a parti¢io
A= {{1,3,5},{2,4,6}}. Neste caso, p; = p> = 1 e portanto

H(A) =1.
@ Considere ainda um dado justo agora com a parti¢cdo

A= {{1},{2,3},{4,5,6}}. Neste caso, p; = ¢,p2 = 1 e p3
resultando em

=

H(A) = —%logzé— %logz%— %logz%

é10g26+ %10g23+%
~ 1.46.
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