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Torcao de barras com secao circular/tubular (€} PEFUSP

Trata-se de um problema classico da resisténcia dos materiais
Pequenos angulos de torcao
Secdo transversal permanece plana

Material elastico linear c E
21 4v)
Relacao geométrica:
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Integrando na secao transversal

Torque (T)

T:JerAzf (Gr— dA G—j rédA = G]—
A

Tensoes de cisalhamento

c T Tr
r—=—
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T =

Variacdo linear da tensdo cisalhante ao longo do raio
Reciprocidade da tensao de cisalhamento

Distorcdo no plano da secao transversal implica em distorcao no
plano ortogonal a secao transversal

dH—H’
dx



Simulacao usando Elementos Finitos

Torcdao de um tubo Malha do Método dos Elementos Finitos
circular (MEF)
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Configuracdo deformada (@) PEFUSP




Simulacao usando Elementos Finitos

Torcdao de um tubo Malha do Método dos Elementos Finitos
quadrado (MEF)
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Configuracao deformada
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Torcdo de Saint-Venant @) PEFUSP

A secao transversal circular nao empena

A secdo transversal retangular apresenta empenamento

E necessario desenvolver uma teoria de torcio mais ampla
para prever o empenamento da secao transversal
Torcao uniforme de Saint-Venant

Método semi-inverso

Proposicao de um campo cinematico com base em intuicao para
posterior verificacao de sua validade

Barra submetida a momentos de torcao auto
equilibrados nas secdes de extremidade:

Mtthex emX:L

Mt=—Mtex em X = O




Hipotese cinematica

O movimento de cada secao
transversal é decomposto em duas

partes:
Rotacao da secao (como no caso
da secao circular)
Empenamento da secao
(movimento ortogonal ao plano
da secao)
Assumem-se pequenas rotacoes

u= Y(y,z)>0’
v=—-0'xz
w = +4+0"xy

0'x € a magnitude da
rotacdo de uma secao
transversal

de
' = = constante

0(x) =0'x

assumindo 6(0) = 0

0’ - taxa de rotacao

Y(y,z) - funcao de empenamento



Campo de deformacoes (infinitesimais) PEFUSP
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Campo de tensoes

Considerando o material homogéneo e isotropico:

_  E@-v) v
Tex = (1+v)(1 -2 V) Exx T 1-v (&yy + EZZ)]

_ E@-v) v
Tyy = (1+v)(1 -2 V) Eyy + 1-v (&xx + EZZ)]

_ EQ@-v) v
Tzz = (1+v)(1 -2v) €2z T 1-v (&xx + 83’3’)]

Que leva a:

Tex = Tyy = Tzz =0
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Campo de tensoes PEFUSP

Para as tensoes de cisalhamento:
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Equacoes de equilibrio (&) PEFUSP

0x dy 0z
arxy N aryy n arzy _
0x dy 0z
0Tz n 0Tyz n 0Ty, —0

0x dy 0z

Que leva a equacao de Laplace em {:

02 K
g N v 0
dy? = 0z2
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Condicoes de contorno @) PEFUSP

Superficies laterais se encontram descarregadas (tensao nula)

A tensao de cisalhamento no plano da secao transversal, ao
longo de uma curva perimetral, deve ser tangente a curva

n, = sen(a)

n, = cos(a)

ds cos(a) = dy
ds sen(a) = —dz

Figura 2. Sec¢éao transversal genérica.

0 Ty Tyx
Tn = | Ty,

0 lny] =10 ou TyyMNy + Ty, =0
Tyz 0 |Ln 0

14



Condicoes de contorno (&) PEFUSP

Substituindo n, e n, na equagdo anterior:

dz dy
Txya_'[xza— 0

Substituindo T,y € Ty,

(O dy L (OY dz
GO (az+y)ds - 6o (Oy_z)ds_o

()2 -(8-)s-o
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Problema de Valor de Contorno {@) PEFUSP

Determinar ¥ (y, z) tal que:

[ 0%y 0%y — 0 no dominio d 3

< ayz + aZZ = NO aominio da secao
L) dy [0y dz

k(a_z + y) rri (E — Z)E = 0 no contorno

Note que a solucdo Y(y, z) depende somente da forma da secio transversal
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Funcao de Prandtl  PEFUSP

A primeira equacao de equilibrio implica em:

0x dy 0z

Observando esse resultado, podemos propor uma funcao
¢ tal que:

9 _ 09

9z Txy egz —Txz

Essa funcdo é denominada Funcao de Prandtl

Satisfaz naturalmente o equilibrio

Se ¢ apresenta suas derivadas cruzadas de ordem 2 continuas em
todo o dominio, entao vale (Teorema se Schwarz):

1’  0%@
0z0y 0ydz
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Relacionando com a funcao

empenamento... PEFUSP

Pode-se escrever:

ty = 2= 6o (- 2) = 2 2=go' (2L 1)

0z oy 0z2 0yoz
_ _9%9 _ L e 0%y
Txz =7 dy GH(Z y)=>62_ GO’ (ayaz+1)
E obter-se:
2@ 0%¢
= —-2G0O’
9yZ T 822

(assumindo-se que a funcao empenamento também
obedece as condicoes do Teorema de Schwarz)
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Condicdao de Contorno @) PEFUSP

Temos a condicao ja definida para o contorno da secao
transversal:

dz dy

TxyE_szE =0

Substituindo as expressdes das tensoes, escritas com a
funcao de Prandtl:

dedz  Odedy _ 0
0z ds 6yds_

Essa expressao pode ser interpretada como sendo a derivada
total (substantiva) de ¢ em relacao a s:

d dpdz 00
do _ 0909z , 090y _
ds 0z 0s dy 0s

Conclusao: a funcao de Prandtl deve ser constante no
contorno. Em particular, podemos adotar o valor nulo.
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Problema de Valor de Contorno PEFUSP

Determinar ¢(y, z) tal que:

p
0° 02
< ay(s + E)zf = —2G6'no dominio da secao

\

@ = 0 no contorno

Tendo-se determinado ¢: obtem-se y:

do (0Y
0z GO (6)/ Z)
ag oY

ay - Y (55 +7)
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Integrando as tensoes: obtencao dos

esforcos solicitantes \&/ PEFUSP

Considere:

fS=Te,emx =1L

| xS_ 0 Txy sz_ 1 0
0 Txz

£l |t 0 0]

L J7

Area A

N=/[, txxdA =0, My, = [, TyezdA=0,M,= [, —Tx,ydA=0

Por integracao de t,,, e 1., escritas em termos de ¢,
mostra-se que:

Vy=J, TydA=0,V,= [, 1,,dA=0
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Momento de torcao

O unico esforco solicitante nao nulo € o momento de torcao:

AY
M, Zj (Txzy _Txyz) dA
A Ty
Que resulta em (Teorema do Divergente): | Area A
TIEZ
-
A
e:
o Y 0P o ap oY ) s ]
M, = GO fA [(E+y>y —(a—y—z)z] dA = GO jA [(azy ayz + (y“+z°)| dA
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Momento de torcao

O que permite definir:

I, = j [alpy—a—lpz)+(y +ZZ)] dA
Onde:

- Momento de inércia a torcao.

E portanto:
M,
GI;

Deducdes analogas podem ser feitas para x = O.

23



Exemplo - Secao transversal eliptica PEFUSP

Barra de secao eliptica submetida a momentos auto equilibrados
Mtthexem X = Le
—M; parax =0
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PEFUSP

Exemplo - Secao transversal eliptica

Considere a funcao:

com C sendo uma constante real.

. 22¢ = 92 - .
Satisfaz ¢ = 0 no contorno e a—yf + ﬁ = —2G6' no dominio da secao quando:

B a’b%Go’
a? + b2
Portanto:
_a’h*Go’ (y? +22 )
¢ = a2+ b%\a? b2
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PEFUSP

Exemplo - Secao transversal eliptica

E resulta em:

E por integracao de y :

2

Y =yz _a2+ b22y+f(Z)

2b*
lpz_yz-l_az_l_ bzzy-l_f(y)
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@) PEFUSP

Exemplo - Secao transversal eliptica

Resultando:
b2 _a2
1/)=a2 szy+K

onde K € uma constante real.

Admitindo-se u =0 paray =z =0, tem-se:

bZ _ aZ
Y(y,z) R
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) PEFUSP

Exemplo - Secao transversal eliptica

Usando:

I, = j [azy——z)+(y +ZZ)] dA

Chega-se a:
L na3h3
L7 a2 + b2

E pode-se calcular:

9 — My _ Mg a*+b?
Gl G ma3b3
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PEFUSP

Exemplo - Secao transversal eliptica

Os deslocamentos sao dados por:

. 0, ( ) . Mt bz - az
u= 092 = G madb3 V-
, M, b? + a?
v=-0'xz=-— - 33h3 XZ
, M, b? + a?
w=0xy= G Tma3b3 Xy
E as tensoes:
_2Mta2
Txy = Talh? Z
2M,b?
T.XZ = T[agbgy
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Exemplo - Secao transversal eliptica PEFUSP

Graficamente:

30



