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Meios materiais com 𝜖; 𝜇 constantes
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Meios em que a polarização depende da frequência

Exemplo: cerâmica 𝑆𝑖3𝑁4

[I. Khan and M. Zulfequar; Materials Science and

Applications 2, 739 (2011)]

→ pacote de ondas, cada componente de

Fourier tem velocidade

de fase distinta



Modêlo Clássico de Drude-Lorentz

• Na presença do campo elétrico da onda moléculas se polarizam

Ԧ𝑝 = 𝑞 Ԧ𝑥

• Densidade de moléculas 𝑁 → vetor polarização

𝑃 = 𝑁𝑞 Ԧ𝑥

• Meio linear

𝑃 = 𝜒𝐸; 𝜒 = 𝜖0 𝜖𝑟 − 1

• Campo efetivo atuando nas moléculas (Panofski & Phillips; Cap.2)

𝐸𝑚 = 𝐸 +
𝜈

𝜖0
𝑃; (meio dielétrico não polar: 𝜈 = Τ1 3;  meio condutor: 𝜈 = 0)

• Força atuando sobreas cargas

Ԧ𝑓𝑒 = 𝑞𝐸𝑚 = 𝑞 1 +
𝜈𝜒

𝜖0
𝐸0𝑒

𝑖 𝑘𝑧−𝜔𝑡 Ƹ𝑒𝑥



• Cargas em átomos e moléculas não são cargas livres, mas ligadas. Como os

elétrons estão em equilíbrio, quando deslocados pelo campo da onda  são submetidos

a uma força restauradora dada por

𝑓𝑟𝑒𝑠 = 𝑚𝜔0
2𝑥

onde 𝜔0 é a frequência natural de vibração do átomo ou

molécula (valor correto dado por cálculo quântico).

• Quando elétrons oscilam, perdem energia por radiação e também fazem moléculas

oscilarem. Efeitos podem ser modelados por uma força de amortecimento proporcional à
velocidade

𝑓𝑎𝑚𝑜 = 𝑚𝛾𝑣

Equação de movimento para o elétron

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝑚𝛾

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑚𝜔0

2𝑥 + 𝑞𝐸𝑚



Substituindo a expressão para 𝐸𝑚, obtemos

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝛾

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜔0

2𝑥 = 𝑞 1 +
𝜈𝜒

𝜖0
𝐸0𝑒

−𝑖𝜔𝑡

Nesta expressão, fator de fase 𝑖𝑘𝑧 = 𝑖2𝜋 Τ𝑧 𝜆 foi desprezado na expressão do campo da
onda. Este fator significa que o deslocamento dos elétrons vai depender da posição da
molécula no campo da onda. Mas, a não ser para altíssimas frequências, o espaçamento
entre moléculas é muito menor que 𝜆, de forma que supomos que os elétrons de
diferentes moléculas oscilam praticamente em fase – Aproximação de Dipolo.

Solução (oscilador harmônico forçado)

𝑥 𝑡 = 𝑥0𝑒
−𝑖𝜔𝑡; 𝑥0 =

𝑞
𝑚

1 +
𝜈𝜒
𝜖0

𝐸0

𝜔0
2 −𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔

Substituindo na expressão para 𝑃, temos

𝑃 = 𝑁𝑞𝑥0𝑒
−𝑖𝜔𝑡 →

𝑁𝑞2

𝑚𝜖0
𝜖0 + 𝜈𝜒

𝐸0

𝜔0
2 −𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔

= 𝜖0 𝜖𝑟 − 1 𝐸0



Utilizando a definição da frequência de plasma:   𝜔𝑝
2 = ൗ𝑁𝑞2

𝑚𝜖0

𝜖𝑟 − 1

1 + 𝜈 𝜖𝑟 − 1
=

𝜔𝑝
2

𝜔0
2 −𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔

Definindo a frequência de ressonância efetiva

ഥ𝜔0
2 = 𝜔0

2 − 𝜈𝜔𝑝
2

Obtemos, finalmente a expressão para a constante dielétrica relativa

𝜖𝑟 = 1 +
𝜔𝑝
2

ഥ𝜔0
2 −𝜔2 − 𝑖𝛾𝜔

𝑅𝑒𝜖𝑟 = 1 +
𝜔𝑝
2 ഥ𝜔0

2 − 𝜔2

ഥ𝜔0
2 − 𝜔2 2 + 𝛾2𝜔2

; 𝐼𝑚𝜖𝑟 =
𝛾𝜔𝜔𝑝

2

ഥ𝜔0
2 − 𝜔2 2 + 𝛾2𝜔2

✓ No vácuo, 𝜔𝑝 = 0 → 𝜖𝑟 = 1

✓ Na presença de dissipação, 𝛾 ≠ 0, constante dielétrica complexa

✓ Efeito do meio máximo para 𝜔 ≈ ഥ𝜔0 → Ressonância



Comportamento próximo à ressonância

𝜔2 ≈ ഥ𝜔0
2 → ഥ𝜔0

2 −𝜔2 = ഥ𝜔0 +𝜔 ഥ𝜔0 − 𝜔 ≈ 2ഥ𝜔0 ഥ𝜔0 −𝜔

𝑅𝑒𝜖𝑟 ≈ 1 +
𝜔𝑝
2

2ഥ𝜔0
2

ഥ𝜔0 − 𝜔

ഥ𝜔0 − 𝜔 2 + ൗ𝛾2
4

; 𝐼𝑚𝜖𝑟 =
𝜔𝑝
2

2ഥ𝜔0
2

ൗ
𝛾
2

ഥ𝜔0 − 𝜔 2 + ൗ𝛾2
4

____________________________________

Exercício: mostrar que

1. 𝑀 =
𝜔𝑝
2

ഥ𝜔0𝛾

2. pontos de meia altura de 𝐼𝑚𝜖 coincidem 
com máximo de 𝑅𝑒𝜖 − 1 e são dados 
por ഥ𝜔0 ± Τ𝛾 2

3. largura `meia altura de 𝐼𝑚𝜖 = γ

____________________________________



Indice de refração e dispersão anômala

𝑛 = 𝜇𝑟𝜖𝑟 ≅ 𝜖𝑟

__________________________________________________________________________

Exercício: mostrar que

𝑛𝑟
2 =

1

2
𝑅𝑒𝜖 + 𝑅𝑒𝜖

2 + 𝐼𝑚𝜖
2 ; 𝑛𝑖

2 =
1

2
−𝑅𝑒𝜖 + 𝑅𝑒𝜖

2 + 𝐼𝑚𝜖
2

Pesquise na literatura o significado da parte imaginária do índice de refração

__________________________________________________________________________

Dispersão normal:

índice de refração aumenta com frequência

Dispersão anômala:

índice de refração diminui com frequência



Significado da parte imaginária da constante dielétrica

𝐷 = 𝜖0 𝑅𝑒𝜖 + 𝑖𝐼𝑚𝜖 𝐸

∇ × 𝐸 = −
𝜕𝐵

𝜕𝑡
; ∇ × 𝐵 = 𝜇0

𝜕𝐷

𝜕𝑡
=
𝑅𝑒𝜖

𝑐2
𝜕𝐸

𝜕𝑡
+
𝐼𝑚𝜖

𝑐2
𝜕𝐸

𝜕𝑡

Multiplicando escalarmente a primeira equação por 𝐵 e a segunda por 𝐸, como fizemos
para obter o Vetor de Poynting, obtemos

∇ ∙ 𝐸 ×
𝐵

𝜇0
+
𝜕

𝜕𝑡

𝐵2

2𝜇0
+
𝜖0𝑅𝑒𝜖

2
𝐸2 = −𝐼𝑚𝜖

𝜕

𝜕𝑡

𝜖0𝐸
2

2

Lado direito representa potência eletromagnética dissipada no meio dielétrico.

_________________________________________________________________________

Exercício: fator de qualidade do material é definido como

𝑄 = 2𝜋
𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑎 𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑎 𝑎𝑟𝑚𝑎𝑧𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑐𝑙𝑜

𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑎 𝑑𝑖𝑠𝑠𝑖𝑝𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑐𝑙𝑜



1. Mostre que 𝑄 = Τ𝑅𝑒𝜖 𝐼𝑚𝜖 para uma onda plana se propagando em um material.

2. Para o modelo de Drude-Lorentz, 

𝑄 =
𝛾 ഥ𝜔0

𝜔𝑝
2

_________________________________________________________________________


