Reconhecida a impossibilidade de resolver a maior parted

em forma explicita, pée-se a questio de saber se o pn‘)bl - 5.
tem solugdo. Chegamos assim as questoes de exist éncizlgasob
um problema, sem aquela preocupagéo de exibir a solu fsoluﬂo:
tado central nessa diregio é o teorema de Picard, Teore Wz O resul-
53..2,.que fala sobre a existéncia de solucio p'lra‘o A -
inicial: ) problema de valor

v’ = f(x,vu), u(xo) = vo.

2 ::::znstracao usa o principio da contragio e exibe uma vestimenta
s u%‘doampx;a]raso método das aproximacgies sucessivas, ja conhecido
e ek bel:nce(s;;, pelos maten.uiticos do século passado. Ni oste
& liga('ios = dicamos espe?c!al atengdo aos aspectos geométr
e ext:ltl:slcoes diferenciais. Visando um estudo 3
B , bem como_futuras aplicagoes, dedicamos a se
e e 2! ai CamPos. vetona-is e formas diferenciais. Como 0
o a;; i _t«agens inegiveis em usar formas diferenciais
ey secgﬁoc:ztu e??;s Por essa- raziao, desenvolvemos tambem
i sedd oy 0 formas diferenciais, o que tranquilizard0
A S exigente, mostrando-lhe que é facil formalizar uma inha
rocedimento supostamente imprecisa.

31 | a
nterpretacdo Geométrica da Equagio y’ = f(x,y)

A forma explici
ordem é €xplicita geral da equagdo diferencial ordinaria de P! in

Y =f(x,y)

secho 3.1 Interprotagio Geométrica da Equagéo y' = 1(x,y)

onde f: Q — R é uma fungio real definida num aberto Q) do plano

(x,u).
Uma solucdo de (3.1) é uma fungao diferencidvel y = ¢(x) defi-

nida em um intervalo aberto I e tal que
(x,d(x)) € Q, paratodo x €I, (3.2)

¢'(x) = f(x,$(x)), paratodo x € I. (3.3)

Um dos problemas bésicos no estudo da equagdo diferencial (3.1)
é a determinagdo de suas solugdes; esse foi o tipo de questdo que estu-
damos em todo o Capitulo 2 para diferentes tipos de equacdes. Entre-
tanto a obtengdo de solugdes de (3.1) na forma fechada, isto €, numa
forma explicita em termos de fungdes elementares, é um problema
impossivel de resolugdo para o caso geral de equagdes (3.1). O leitor
deve ter observado que equagdes diferenciais de aspecto muito simples
apresentaram dificuldades técnicas aprecidveis em sua resolugdo. Em

verdade, a maior parte das equagdes nao pode ser resolvida explicita-
mente.

Em muitos problemas de aplicagdo nao se faz necessario saber a
expressio algébrica das solugdes da equagéo diferencial. Basta saber
propriedades dessas solugbes, como por exemplo, seu comportamento
quando x tende para algum valor pré-estabelecido. Com isso em vista,
é interessante e importante estudar as propriedades geométricas da
familia das solugdes da equagao diferencial. Este é o outro problema
bésico no estudo das equagoes diferenciais, que pertence a chamada

teoria qualitativa.

Um terceiro problema de importancia no estudo de (3.1) é a teo-

ria da existéncia e unicidade de solugdo do problema de valor inicial.
O problema de valor inicial consiste no seguinte: dadas a equagéo di-
ferencial e um ponto (xo,Yo) € ), determinar um intervalo aberto I
contendo xo e uma fungao diferenciavel ¢: 1 — R tais que as relagoes
(3.2) e (3.3) acima se verificam e, além disso,

b(xo0) = Yo, (3.4)

que é a chamada condi¢@o inicial.
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Figura 3.1

Para melhor compreender esses problemas no caso geral (3,1
¢é importante ver o significado geométrico da equagéo diferenci
fungdo f atribue a cada ponto de () um nimero, f(x, y); a equagiodife
rencial diz que a solug@o que passar por esse ponto deve ter inclinagio
igual a esse nimero: .

tg 0= f(x‘ \J) ¢
onde 8 é o angulo da tangente T a solugio com o eixo x. 1

Essa interpretagéo pode se tornar ainda mais geométnea se ima
ginarmos o seguinte. Em cada ponto de () damos um vetor V' (X,
(1,f(x,y)) que determina a tangente T. Assim, temos um camg
torial definido em Q. As solugdes de (3 1) sdo as curvas cujos v
tangentes em cada ponto (x,y) sdo V'(x,y). Essas curvas ,,._1
madas também de curvas integrais.

sy o

2y

Figura 3.2

Na visualizagdo do campo vetorial descrito no pardgrafo anterior
é util conhecer as is6clinas. Uma curva y = (x) é uma iséclina se
f(x,P(x)) = cte. Assim o campo vetorial v é constante ao longo das
iséclinas.

exemplo . Considere a equagdo

Yy =1-x*—y2.
As iséclinas sao os circulos centrados na origem. Vé-se assim que em
todos os pontos de x* 4+ y? = 1 o campo vetorial v é paralelo ao eixo-x

eigual a (1,0). J4 nos pontos do circulo x* + y? = 2 o campo vetorial
tem inclinagdo de —45° e é igual a (1,—1).

3.2. Existéncia, Unicidade e Dependéncia Continua

Nesta sec¢ao demonstramos um teorema que da condigdes suficientes
para a existéncia e unicidade de solugéo do problema de valor inicial.
Um resultado dessa natureza é importante para podermos afirmar
que, mediante certas condigdes, a regido esta coberta por curvas inte-
grais.

Teorema 3.1 (Existéncia e Unicidade.) Seja f: () — R uma fungdo continua
definida num aberto Q do plano (x,y). Suponhamos que a derivada
parcial com relag¢do a segunda varidvel, f,:Q) — R, seja continua
também. Entdo, para cada (xo, o) € Q, existem um intervalo aberto 1
contendo Xo e uma tnica fungdo diferencidvel ¢:1 — R com
(x,d(x)) € Q, para todo x € I, que é solugdo do problema de va-
lor inicial (P.V.1.)

v’ =flx,y) (3.5)
ylxo) =vo- (3.6)

O primeiro passo na demonstragio deste teorema é a transfor-
magio do problema de valor inicial no problema de resolugio de uma
equacio integral, o que se faz no lema a seguir.

Lema3.2. Seja f: Q) — R uma fungdo continua num aberto Q do plano

(x,y). Entdo, uma funcdo diferencidvel ¢:1 — R é uma solugdo do
problema de valor inicial (3.5)(3.6) se e somente se for uma solugdo
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da equagdo integral

y(x) :yo+/“ f(s,u(s))ds, xe€l. @1

)

Demonstragdo : 1) Se ¢ € solugiio do problema de valor inicial, (3 5
(3.6), entdo, pelo Teorema Fundamental do Calculo, ¢ é solugdo da
equacdo integral (3.7).  2) Reciprocamente, se ¢: | — R é uma fungdo ‘
continua que é solugdo da equagdo integral (3.7), entéo, pelo Teorema
Fundamental do Calculo, ¢ é diferencidavel e é também solugio doj"

problema de valor inicial (3.5)-(3.6). = 3

Concentremo-nos pois na resolugdo da equacéo integral (3.7 |
Dado (X0, Yo) € Q, tomemos a e b positivos tais que o retangulo :

—~
T

B = B(a, b, xo,u0) = {(x,y) : |x — xo|<a e |y — yo|<b}

esteja contido em (). Como f é continua e B é compacto (i.e., fe
e limitado), temos que f é limitada em B; seja

M = max{|f(x,y)| : (x,y) € B}.

Sejam

Ja ointervalo fechado [xo — @, xo + al-

Seja C o conjunto de todas as fungdes continuas g: Jz — R taid®
9(x0) =yo e g(x) —yo|<b; graficamente, queremos em C s Ui

continuas cujos graficos passem e esteje
e n e pelo ponto (xo, Yo) e qu
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4y
Q
Yo +b
yo
Y, ~b

xv

xp-a %o x,+a
Figura 3.3.

Definimos em C a seguinte métrica (distdncia):

d(g1,92) = max{|gi(x) — g2(x)| : x € gk (3.9)

é facil verificar que (3.9) é, de fato, uma métrica, isto é, tem-se as
propriedades:

d(g1,92)20, e d(g1,g2) =0 seesése g; =gz

d(g1,92) = d(g92,91)
d(g1,92)<d(g1,93) + d(g3,92).

Portanto, C é um espago métrico. Pode-se, entdo, falar em sucessio de
Cauchy: (g, ) éde Cauchy sedado ¢ > Oexistirngtalque d(gn, gm) <
€ para n, m>ngy. Uma sucessdo (gn) converge para g € C se dado
€ > 0 existir ng tal que d(gn,g) < &, para n>ny. Diz-se que um
espa¢o métrico C é completo se toda sucessao de Cauchy é convergente
para algum elemento de C.

O espago métrico C definido no pardgrado anterior é completo, o
que se prova simplesmente observando que a convergéncia na métrica
d é a convergéncia uniforme de fungdes e lembrando que o limite uni-
forme de funcdes continuas é uma fungéo continua, veja Teorema 4,
pag. 298, E.L. Lima, “Curso de Analise”, vol. 1, Projeto Euclides,
1976.

Voltemos a consideragéo da equagéo integral (3.7). Consideremos
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a funciio @ definida em C e que a cada y € C associa a fungio

g(x) =yo + / f(s,ul(s)) ds.

¢

Observe que g(x) € uma fungiio continua para x € J3, que 9(xp) =4 »
e que i

la(x) — yol<

/ |f(s,uls)|ds

o

sMix — xo|<Magh
e conseqiientemente g € C. Logo ®:C — C. ;
A equagdo integral (3.7) pode ser escrita na forma funcional
y = ®(y).

Portanto, as solugdes de (3.7) sdo os pontos fixos de @, A idéia ag

€ usar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, conhecido também com
o Principio da Contragdo:

“Seja C um espago métrico completo. Suponha que ®:C — Cé ma
contragdo, isto é, existe uma constante 0<k < 1, tal que "

d(®(g),®(g2))<kd(gs, g2).
para todos g,
g = ®(qg).

Ao leitor interessado na demonstragdo do Teorema do Ponto Fis
de Banach sugerimos o livro de C.S. Honig, “Aplicagdes da Top
a Andlise”, Cap. I1, Projeto Euclides, 1976.

A fim de aplicar este teorema ao problema que estamos est

dando, resta apenas verificar se @ € uma contragdo. Para tal, escre
vemos

[®(g1)(x) — D(gz)(x)| =

/ [f(s, g1(s)) — f(s, g2(s))]ds|. (310)

Para. estimar o integrando no segundo membro de (3.10), usamos
Seguinte resultado

Segiio 3.2 Exhﬂmumowm

continua. Dado um subconjunto lim

itado Qo C Oy C O, existe uma
constante K > 0 tal que

1f0x, u1) = f(x, y2)|<K|y; — y2|

(3.11)
para todos (x,y1), (x,y;) € Qo.

Demonstragdo : Seja 8< dist(Q)y, 90)), onde 30 representa a fronteira

de (), e designemos por Qs = {(x,y) € O : dist((x,y), Qo) < §/2)
uma (8/2)-vizinhanga de Q5. Dados (x,u1), (x,y2) € Qp com lyy —
y2| < & temos que o0 segmento b, Ay +(1=2A)ya,l, 0<A<], est4 contido
em (). Aplicamos o teorema do valor médio

f(x,u1) = f(x,y2) = fy(x, &) (Y7 —y3)

onde & estd no segmento descrito acima. Usando

Mi = max{|fy(x,y)| : (x,y) € O},
obtemos de (3.12)

U >yz (3.12)

1f(x,u1) — f(x,y2)|<Mi|ys — us
que ¢é valida para (x,y1), (x,y2) € Qp com lyr —y2| < 5. Para os
pontos com |y; — y3|>3, a estimativa abaixo se verifica
2M
[f(x,y1) — f(x.yz)KZMsleu — vz,
onde M é o max |f(x,y)| para (x,y) € Qo.
Logo, para obter (3.11) basta tomar K — max{M, 2M/5)}.

|}
Voltemos a estimativa de (3.10). Usando o Lema 3.3, obtemos

[®(g1)(x) — ®(g2)(x)|<K

/ lo1(s) — ga(s)|ds| <K@ d(gs, g2)
e dai
d(®(g1), ®(g2))<Kad(gs, g2).

Concluimos que ® é uma contragdo se K@ < 1. Logo basta tomar
@ < 1/K. E o Teorema 3.1 fica demonstrado com I = (xo—@,xo+a). m

Comentarios sobre o valor de @, raio do intervalo I . Acabamos de mostrar
a existéncia de uma solugdio do P.V.I. (3.5)(3.6) num intervalo =
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(xo— Gy X0+ 0)- Se bem que @ d“P*‘“d‘“ da fungiio flc da distncia g ter unicidade 6 necessdrio assumir alguma hipétese adicional a con-
o,bo) & fronteira 002 de {3, 0 seguinte resultado é de grandy tinuidade de f; veja o Exemplo 1, a seguir. Um estudo completo das
questoes apenas mencionadas acima pode ser visto no livro de J. Hale,
a4, Se K C Q écompa cto. entdo um mesmo G pode ser escolhi «Ordinary Differential Equations”, Wiley-Interscience, 1969.

de mo;io.a servir para todas as condicoes iniciais (Xo,Yo) € K,

ponto (X
importancia:

gxemplo 1. Considere o problema de valor inicial
Demonstragio : Considere uma S-vizinhanga K de X tal que

v = |y|'/? u(0)=0. (3.14)
KcKscKksCl Neste exemplo, f(x,y) = |y|'/2queécont{nua em todo o plano (x,y).
A funcio y(x) = 0 é solugdo deste problema de valor inicial (3.14). En-

‘v

tretanto, hé outra solugéo, a qual o leitor pode obter usando o método
das equagdes separaveis e considerando os casos y > 0 ey < 0; essa
outra solugao é

xZ, x=0

a1

y(x) =
—1x%, x<0.

Uma pergunta para prosseguir. O Teorema 3.1 estabelece a existéncia local
de solugdo. A pergunta natural é se a solugdo obtida naquele teorema
pode ser estendida a um intervalo de defini¢do maior, e neste caso

até onde. Antes de enunciar resultados sobre essa questao, vejamos
alguns exemplos.

Xy

Figura 3.4

entio podemos escolher a e b tais que o retangulo B esteja contidoem

oo Exemplo 2 . Considere o problema de valor inicial
K5 para todos os pontos (xo,yo) € K. Portanto basta tomar ’ Fr L

K5 '=y’ =1 3.15
M = max{|f(x,y)| : (x,y) € K5} v =y y(1) (3.15)

e a satisfazendo
'd<min{0 —b— l
"M’ K

onde K é a constante dada pelo Lema 3.3 com Qo = K.

Neste exemplo, f(x,y) = y? e fy(x,y) = 2y séo continuas em todo o
plano (x,y). O Teorema 3.1 nos dizque existe uma e s6 uma solugédo do
problema de valor inicial (3.15) definida em um intervalo (1—a,1+q).
Sera que pode ser estendida para todo x? A resposta é ndo, pois a
solugdo de (3.15) é

1

y(x) = T,

m:m_- nocuddado das hipéteses do Teorema 3.1 . A ""f:
Y c‘)Il_'illlmdade de f garante a existéncia, mas nao a U=t
m;e s solugéio do problema de valor inicial (3.5)-(3.6); 8 demol

0 da existéncia com apenas a continuidade de f usa as cham®=

poligonais de Euler ou o teorema de ponto fixo de Schauder. Paré

cujo domfnio de definigdo é (—o0,2). Entretanto se a condig¢do inicial

em (3.15) for substituida por y(0) = 0, a solugéo € y(x) = 0 definida
para todo x.
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Exemplod. V'
parax > —1.

i

3|

= ¢ Y, yl0) = 0. Asolughoy = In(x+ 1) estd def 3 {

\ =

Exemplod. U = —hcos1,u (%) = 0. A solugiio y = senl oy
definida para x > 0. ol

Teorema 3.5 . Mesmas hipéteses do Teorema 3.1. Toda solugdo "‘im
(3.5)43.6) pode ser estendida a um intervalo maximal, o qual é g} ;\ _

Para demonstrarmos esse teorema precisamos do seguinte 1
tado: ‘

Lema 36 . Sgjam $1(x) e $2(x) solugdes do P.V.1. (3.5)-(3.6)dcﬁ- :

respectivamente, em intervalos abertos 1, e 1, contendo Xo. E
e §; coincidem em 1, N 1,.

Demonstracdo : Temos que 1:=

Ih N 1; é um intervalo abe: ‘\'p
subconjunto | de I definido por !
I ={x€1:d1(x) = ¢alx)) 3
é obviamente fechado em 1 e também nao vazio, pois X0 € ].

disso, ] é abertoem I, pela aplicagdo do Teorema 3.1. Logo ] = 1, ond
usamos o fato de um intervalo ser um conjunto conexo. s
Demonstracdo do Teorema 3.5 : Considere o conjunto de todas as ug
&1 do P.V.1. (3.5)43.6) definidas em intervalos abertos I; conte:

A seguir, seja | = Ul e defina uma fungio ¢:1 — R do seguint
dadox € I, como x € I{ para algum i, defina
d(x) = ¢ilx).
A funciio ¢ estd bem definida em virtude do Lema 3.6. Além disst
€ solucé@o do PV (3.5)(3.6), porque & 0 é, e 1 é aberto. Uss
notagdo I = (w_,w, ). Afirmamos que | é maximal, isto é, ni
um intervalo contendo propriamente | onde o P.V.I. (3.5)-(3.
solucdo ¢. De fato, se houvesse um tal intervalo, este conte s
‘;“ extremidades, digamos w, . Entio, pelo Teorema 3.1, & Solt§
e

v’ = f(x,y)
ylwy) = $(W+)

Sogio 3.2

ww.mm 59

existiria num intervalo (w, — @, W,y +1d). Observe
solugiio definida em w, implica que o ponto (W, ¢(w,)) pertence ao
aberto (). Dai podermos aplicgr o Teorema 3.1. Concluimos que a
fungiio ¢ definida no intervalo | = (w_,w, + @) por

quaofntode$m

$(x)

it -~ $(x)

para x € (w_,w,)

para x € [wy,w, + )

¢ solugio P.V.I. (3.5)-(3.6). Isso ¢, porém impossivel pois I foi a unidio

de todos os intervalos abertos contendo X0, onde o P.V.I. (3.5)-(3.6) tem
solugdo, e I contém I propriamente. =

Relagao entre a fronteira 0() e a solugao ¢ definida no seu intervalo maximal . A

pergunta que motiva esse item é: Qual 0 comportamento de (x, b(x)),
quando x se aproxima dos extremos do intervalo maximal
I = (w_,wy). No Exemplo 2 acima, Q = R2, | — (—o0,2) e

®(x) — +oo0, quando x — 2~. No Exemplo 4, Q é o semiplano
x > 0,1 = (0,00) e a solugio ¢p(x) tende para o segmento —1<y<]1,
do eixoy. O que vamos mostrar ¢ que (x, ¢(x)) tende para a fronteira
de Q, no sentido que a solugéo sai de qualquer compacto contido em
Q.

Teorema 3.7. Se ¢(x) é solugdo do P.V.1. (3.5)(3.6) com intervalo maxi-

mal 1 = (w_,w,), entdo (x,d(x)) — 9Q quando x — w. (o mesmo
vale para x — w_ ), isto é, dado K C Q compacto, existe T < w ., talv
que (x,d(x)) ¢ K para x € (1,wy). »

Demonstragdo : 1) Se w, = +00, dado K compacto em O, tome

T= sup X

(x,u)eX

€ portanto (x, d(x)) € K sex > T.
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Q - R seja uma fungdo continua. Suponhamos que a deri-
reial fy:Q — R seja continua e limitada. Entdo para cada

ty
3 e que f:
! vada pa
yo) € (), existe uma tinica fungdo diferencidvel ¢: (a,b) — R que

problema de valor inicial (3.5)-(3.6) est4 definida em (a + &b — €).
Sejam K; = max{|f(x,yo) : @ + e<x<b— e} e Kz = supf{|fy(x,y)| :
(x,y) € Q}. Entdo, pelo teorema do valor médio,

X
. ( X0y
| 0 : ¢ solugdo do problema de valor inicial (3.5)-(3.6).
’ ! pemonstragdo : Basta mostrar que para cada ¢ > 0 dado, a solugdo do

j = = ’ !
i 0 X ..
If(x.y”&l‘(x’yo” f l'(x)y) '(vaO)ISKI t '(Zly yOI

e daf, usando (3.7) obtemos

Figura 3.5
x

ly(x) — vol<Ks + K2 / ly(s) = ol ds.
X0

< +00, dado K C () temos pelo Lema 3.4 que 0 raio (3.16)
o mesmo para todas as condigdes iniciais emK, §
estd definida em (x1 — @,X) + 7). T

2) Se wi
e ser escolhido
Isso implica (veja Lema 3.9 a seguir)

(3.17)

(x1,$(x1)) € K, entdo ¢
T = w. — @, temos que (x,d(x)) € K se x € (T,wy), porque sy
x1 € (1,w4) e (x1,0(x1)) € K, temos que ¢(x) estaria definida ly(x) —yo|<K3€"*™ xol const
‘ o que mostra que y(x) nao tende a infinito. Logo, 0 intervalo de
— ¢). Como ¢ é arbitrario

(x; —@,x1 +a). E como .
'3 defini¢ao da solugdo (3.5)3.6) é (a+¢&Db

X3 =G>T 5 Q=W obtemos o resultado. @
continuas defi-

Lema 3.9 (Lema de Gronwall). Sejam o, P e b fungoes
nidas em um intervalo (@, b), tais que p=0e

5(x)<alx) + / " 8(s)8(s) ds.

teriamos uma contradi¢ao ao fato de I ser maximal.  ®

teorema é importante para determina

rminada equagao sao globalmente defin

miplano x>Xo € W+ S

d(x)] — +oo quandksly -
ntao

Observagdo : Este

solugdes de uma dete (3.18)
é, ws = +00. Quando Q) contém o se -
temos que o Teorema 3.7 implica que

w3 . Dizemos nesse caso que temos um “
Conseqilentemente, se conseguirmos mostrar que |¢(x)|
¢ é globalmente @

tado, entdo temos obrigatoriamente que
Se ¢'(x) 6 limitada e

A observagio importante nesse sentido é: i
()| ndo pode tender a infinito para X em intervalos finito s(x)<Ke
Exemplo 4 acima temos y'(x) = — cos 1 ¢ limitada para : =2
portanto todas as solugées com Y(Xo) = ossuem intervaids 1 :

mais com W, = +00. y(xo) =YoP Demonstragdo : Seja

O seguinte resultado é de muita utilidad
Teorema 3.8 . Suponhamos que Q) seja a faixa {(xy

§(x)<a(x) + / ’ ﬁ(s)a(s)ef-‘ Blw) dugg, (3.19)

Em particular se a(x)
f:o B(s)ds

¢ nas aplieafd®s: o) = [ " B(s)5(s) ds.

): @ < xS
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w Px)S(X) 1 daf, usando G,

Entho w'(x)
f(x)upx)alx) 4 Px)wix)

W
como

que pode ser encrita
(e "Mepalx)e

lw Bin

) s B(x). Dal se sogue

wix)e PN / fs)als)e

onde B'(x

\
Winds,

¢ finalmente

N

Sx)walx) + c“‘"/ ps)a(s)e "as,

o que implica (3.19). A verificagho de (3,200 ¢ imediatau

abelecido diretamente no G
& tambem vilido no caso de
in simplos ¢ através dﬂ; var

“l”‘.f:l\lul-lu

O resultado abaixo fol est
Enunciamd-lo, em separado, pois ele
mas, B nease caso a domonstragio ma
S8

Coroldrio 3.10 . Se f(x,u) = alx)y + P
continuas em (@, 1), entdo as solugdes de

o intervalo (a,b). ]
Além da questio de existénein o unicidade de polugho

(9.8):(3.6), para que a teoria tenha sontido fisicamente, 6 PHEEE
trar que as solugdes dependem continuamente da con
Vamos estabelecor essa propriedade de modo procino no Proxs
rema. ‘

Teorema 3.11 . (Dependdncia Continun), Mexmas hipoteses _ '1,"
3.1 Se b1 ¢ b2 wdo solugdes de (3.5) definidas em (X0, xi, ent
K > 0 tal que

[y(x) = dalx) ||y (x0)

(x) onde x ¢ M wdo [
(11.5) extdo definidas

du(xo)lc”'"“ 1

fegho 3.0 Exiatdnola, Unloldade o Dependénols Contlnum

para todo X ¢ [xo, %1 )

pemonstragho | Dadan an nolugoes Pr(x) 0 yalx) de (3.6), definidas no
(ntervalo fochado [xo, x1l, podemon tomar (g como no Loma 3.8, o de
modo que Qg contenha os prdficon do ¢y o ¢y, Sajn K n constante
dada pelo Lema 8.3,

’

Q

Qo

——————

Figura 3.0

Como

Py (x) = Ph(x) = f(x, r(x)) = T(x, ha(x)

HOPUE-RY, por integragho, ques

Palxo) + / (s b (8)) = (8, ba(s))] ds.

O (x) — da(x) = drxa) =

Portanto, pelo Lema 3.3
N
[y (x) = dalx)|sldr(x0) = dalxo)| + /“ K|di(8) = dals)| s,
do onde, usando a desigualdade de Gronwall (Lema 3.9, obtém-ner

|d(x) = da(x)|]d(x0) = Galxo)le® ™) m A

Obwervagho | Conanidere uma wolugho ho(x) de PV @60, definida
num intervalo compaeto [xo, X1y pdmumwwm
que, para uma woqidnela de con intcinis Un convergindo 'pun
Vo = holxo), an nolugdes COrres ontos M(a).-qmnumm
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bém estiio definidas nesse intervalo [xg, x,]
do uniformemente em [xo,x1). Para isto, para
vizinhang¢a do grifico de ¢y, sta

e dnlxo) = Un tam
n grande, e én -
considerar {2 como uma

{(x,dolx)) : X E [xo,Xx1l}s = Qo,
e n suficientemente grande tal que

0
Un — Yol < ;‘k'if xol

Nessas circunstincias, a soluciio ¢ (X) vai permanecer em Qppara

x € [xo,x1l-

-

sistemas . Sejam () um aberto de R, ] um intervalode Re f:] xQ =
R"™ uma fungdo continua tal que as derivadas parciais f,,, com relagio
as n ultimas varidveis sao continuas. Explicitando as varidveis es-
crevemos f(t,y) ondey = (U1, ... ,Un). A equagio 5

w
4l

dy
= == — ” 8
v="Fflty), VY=g ( 93
é um modo compacto de escrever 0 sistema N
|
dy; . |
——dt‘zfi(t.yh.--.gn)- ]:‘,...,n.

Uma solucdo de (3.21) é uma fungdo diferencidvel ¢:1 — Qd
em um intervalo aberto | C | tal que

&(t) = f(t, (t)), paratodo tEl

O problema de valor inicial consiste em, dados ¢o € Q€ to .:‘

determinar a solugio ¢ de (3.21) tal que d(to) = bo. Um IS

tado de existéncia e unicidade andlogo ao Teorema 3.1 é vali
caso, a demonstragéo sendo formalmente a mesma. Os
extensdo das solugbes tém formas analogas e demonstrages
lhantes. Deixamos ao leitor a tarefa de percorrer 08 resultados 80
riores para o caso de uma equagio e verificar que as demonstrai=
sdo vélidas para os sistemas (3.21). 3

Utilizaremos os resultados mencionados acima nos Capitv
e 7. O leitor interessado num exemplo, poderd ver 0 Exemplo 1 €
Secgdo 6.2.

Sogho 3.9

3.3. Campos Vetorlals e Formas Diferenciails

Um campo vetorial F é uma aplicagdo F: Q — R? de um aberto Q do
espago R nele proprio. Geometricamente, imaginamos que a cada
ponto (x,y,2z) de () esté ligado um vetor F(x,y,z).

Exemplo 1 . Campo gravitacional gerado por uma massa m colocada
na origem. Neste caso Q = R? —(0,0,0), e pela Lei da Gravitagdo
Universal de Newton

Gmx Gmy _sz) . 3.23)

F(X»y.z)-_-(" T3 e T3 ) r3

onde 12 = x2 4+ y? + 22, e G é a constante de gravitagdo cujo valor é
6,67 x 10~ 1"N.m?/kg?. A expressdo (3.23) nos diz que uma massa
unitaria colocada no ponto (x,y, z) tem sobre ela uma for¢a de atragao
dirigida para a origem e inversamente proporcional ao quadrado da
distancia desse ponto a origem.

Exemplo 2. Campo central de intensidade diretamente proporcional &
disténcia ao centro de atragdo. Suponhamos que 0 centro de atragdo
seja a origem. Entdo

F(x,y,z) = (—kz,—ky,—kz), k= const.

Exemplo3. O campo determinado pela equagdo diferencial vy’ = f(x,y)
F(x,y) = (1,f(x,y)).

Exemplo 4 . Seja V(x,y,z) uma fungao escalar V:Q — R definida
em um aberto Q do espago (x,y,z). Se V for diferencidvel, entdo o

gradiente de V
grad V= (V;,Vv, V:)

é um campo vetorial. Usa-se também a notagdo V'V para representar

o gradiente. Vy, Vye Vz designam as derivadas parciais de V com
relagioa x,y e z, respectivamente.

Definigso . Um campo F: Q — R? é chamado campo gradiente se existir
uma fungdo diferenciavel V:Q — R tal que grad V = F. O campo
escalar V é chamado um potencial do campo F, e diz-se também que
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F deriva de um potencial. [Vé-se que um mesmo F pode ter Vériog
potenciais, mas dois potenciais de um mesmo campo diferem por uma

constante].

Condigdo Necessdria para um campo F ser gradiente. :T’u Ponhamos que
F seja um campo gradiente e que F seja de clnssF C" (isto é, as com.
ponentes P(x,y,z), Q(x,u,z) e R(x,y, z) de F sio fungdes continyg.
mente diferencidveis). Temos, pois, que existe V(x, y, z) tal queV, =
P,Vy = Qe V: =R. Como F é diferenciavel, temos

ny = Py. Vy\ =Qx; Vxz=P;
Vax = Ry; Vy: = Qz; V:y — Ry-

Dai, usando o fato que as 2%° derivadas de V sao continuas obte-
mos e

Py =Qx, P:=Ry, Q: = Ry (3—24):‘

que deve ser satisfeita em todos os pontos (x,y, z) de ). Entao, (3.24)
€ uma condi¢do necessdria para F = (P, Q, R) ser um campo gradien-
te. Serd ela suficiente? A resposta é ndo, em geral; isso se vé no
Exemplo 5 adiante, usando o resultado a seguir. Chama-se campF,
fechado aquele que satisfaca a relagdo (3.24). Nesta nomenclatura, 0
que estabelecemos acima foi o fato que todo campo gradiente é fecha-
do, e 0 que perguntamos foi se todo campo fechado seria gradiente; e |
0 que veremos € que nio. e

_Antes de prosseguir, a condigdo (3.24) expressa o fato de o ro-
tacional de F’ser zero. Lembre que o rotacional do campo vetorial
F=(P,Q,R) é um campo vetorial definido assim .

"7’ A
| T e
tF= |2 R =) — 3
P o w2 = TRy —Qa) + 5 (P, — Ry) + K(Qx =Pyl

RSSO IR

onde -1-’ 7 E’ -, 0
- s ), :ﬁo a base canénica de R3, isto 6 i = (],Q,
T (o’]lo) ek = ‘

3

(0,0,1). Obviamente, o determinante a
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apenas formal: é uma regra mnemoénica para lembrar a expressao do
rotacional.

Proposigéo 3.12 . Seja F:Q — R3 um campo gradiente continuo em
Q ¢ R? cujo potencial é V. Seja ex(t) = (x(t),uy(t),z(t)), t € [a,b]
um caminho diferenciavel em Q. Entdo, a integral de linha de F ao
longo do caminho & depende apenas dos pontos inicial e final de o

/ F = V(x(b),y(b), z(b)) — V(x(a),y(a),z(a)).  (3.25)

Demonstragéo : Por defini¢ao
b
[ F= / (F(x(£), y(1), 2(1), (¢ (4), 0/ (1), Z(1)) dt  (3.26)

onde ( , ) designa o produto escalar de vetores do R>. Logo, usando o
fato que F é um campo gradiente, vemos que o integrando de (3.26) é

Vx(x(t), y(t), z(1))x'(t) + Vy(x(t), y(t), z(t))y' (t)+
(3.27)
+ Va(x(1),y(t),2(1))Z'(t) = %[V(X(t).y(t).Z(t))].

Conseqiientemente, (3.25) se obtém de (3.26) e (3.27), usando o Teo-
rema Fundamental do Calculo. E

Corolério 3.13 . Se F: Q — R3 ¢é um campo gradiente continuo em Q
R3 entao
[F=o
>4

para qualquer caminho fechado ocem Q.

(3.28)

Observagdo . Campos de vetores aparecem em Mecénica, como por

exemplo, os campos de forca. Se F for um campo de forga, entdo a

integral (3.26) ¢ definida como sendo o trabalho da for¢a F ao longo do
caminho «. Observe que ali se estd integrando apenas a componente
de F sobre a tangente a curva: a componente de F, normal a «, néo
trabalha. Um campo de forga fechado é chamado de conservativo.
Decorre da Proposigéo 3.15 a seguir e da Proposigdao 3.12 que todo
tampo conservativo de forcas em um dominio simplesmente conexo
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aixo) é um campo gradiente e que o trabalho ag |

: icdo ab. R
(veja definigo de seus pontos inicial e final,

de um caminho depende apenas
Exemplo 5 . Seja Q = {(x,y) : pf < x4 Y- < "E}v onde 0 < o<l

O campo vetarial F: Q — R? definido por
(3.29)

Y =, )
F‘x'y)-' ‘.‘+y.' 'x.' 4 y.‘

satisfaz a condigdo (3.24). Por outro lado, considere o caminho fechady
aft) = (rcost,Tsent), t € [0, 271] e r fixado entre py e p2. Logo, parg

o campo vetorial (3.29), o produto escalar (3.27) é

cos t
.(—rsent) + —r7rcost = —1]

/F = —27.
[+ 8

Portanto, segue-se do Corolario 3.13 que F ndo é gradiente.

A nogdo intuitiva de conjunto simplesmente conexo é a de um
conjunto que ndo contém “buracos”. No exemplo 5 acima Q néo é

simplesmente conexo.

Definigio . Um conjunto Q0 C Rf é simplesmente conexo se qualquer
fungdo continua y definida no circulo unitédrio

rsent

2

o

e dai

Y:{(x,y); ¥ +y?’=1}—- 0O, y

pode ser estendida continuamente ao disco, isto é, existe y continua
¥:A(x,v); x* +y’<1} - Q,

tal que ¥(x,y) = y(x,y) se x>+ y2 = 1.
Na classe dos abertos simplesmente conexos, a condigdo (3.24),
necessdria para um campo F ser gradiente, é também suficiente. Dé
monstraremos esse resultado apenas para o caso de campos vetoriai
Planos. Antes, porém, estabelecamos o seguinte resultado, o qual €4
reciproca do Corol4rio 3.13. ~

R3, tal oo F:(.) - R3um campo vetorial continuo em £
» fal que (3.28) se verifica, Entao F é gradiente. |

Segho 3.3 Campos Vetoriais e Formas Diferenclals

Demonstragdo : Fixe um ponto (xo,yYo,z0) € Q. Dado (x,y,z) € Q
existem caminhos a(t) = (x(t),y(t),z(t)), 0<t<]1, em Q e tais que
x(0) = x0, Y(0) = yo, 2(0) = 2o, x(1) = x,y(1) =y, 2(1) =z A

expressao
Vix,y,z) = / F
[e 4

define univocamente V pois, por hipétese, a integral de linha no se-
gundo membro de (3.30) independe de «, dependendo apenas dos pon-
tos inicial e final de «. Para mostrar que V é um potencial para F,
tome um caminho & que chega em (x,y, z) paralelamente ao eixo p
isto ¢, o segmento ligando (x — h,y, z) a (x,y, z) pertence a «. Logo

de (3.30) obtemos:

(3.30)

x

P dx.

V(x,y,z) = V(x — hy,z) =
x—h

Dividindo por h e passando ao limite quando h — 0, obtemos V, = P.
Raciocinio andlogo para provar V,, = Qe V., = R. =

Proposicéo 3.15. Seja () um aberto simplesmente conexo no plano. Seja
F:Q — R? um campo vetorial diferencidvel fechado. Entédo F é gra-
diente.

Demonstragdo : Basta mostrar que a condigdo (3.24) implica (3.28). Sem

perda de generalidade podemos supor que & é um caminho fechado
simples (isto é, sem intersecgdes): seja D o aberto delimitado por «.
A hipétese de « ser simplesmente conexo implica que a fronteira de

D é x. O teorema do divergente nos diz que

/a F= /D div(—Q, P)

onde div(—Q,P) = —Q + P,. Portanto, usando a condigdo (3.24)
obtém-se (3.28). [

Método prético para obtengéo do potencial . Suponha que F = (P, Q):Q —
% seja um campo diferencidvel num dominio simplesmente conexo

), e satisfazendo a relagdo

Py(x,y) = Qx(x,y), (3.24)

(x,y) € Q.
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Pela Proposigdo 3.15, sabe-se que existe um potencial V(x, V) par |
Como determind-lo?

. / 'e se 5.
Em primeiro lugar, observamos que V deve ser tal que Vy =

P;
logo

Vix,y) = JP(\.y\ dx + gly)

onde 0 primeiro termo no segundq membro d_e
mitiva de P com relagdo a x, e g é uma fungio
de modo a atender a outra relagio: V,
(3.31), obtemos

(3.31)

(3.31) é qualquer pri-
que deberminaremoa
= Q. Para isso, derivand,

e dai

o'(y) = Qx,y) - jpg(x.m o

Exemplo 6. Seja F(x,y) = (eV
em todo o R2, E imediato ve
(3.24); e como esta definid

(3.32)

yxe¥ 4+ 2y) um campo vetorial definido
rificar que este campo satisfaz a condigio
0 em um do

minio simplesmente conexo,
temos que ele possui um potencial, V(x,y). Logo, como Vx = ¢y,
obtemos

Vix,y) =je‘J dx +g(y) = e¥x + aly)
e dai
Vi(x,y) = e¥x + ¢'(y).

Como Vy = xeY + 2y, obtemos

que g'(y) = 2y. Portanto, podemos
tomar g(y) = y2. Concluimos q

ue um potencial para F é

Vx,y) = e¥x + 42,
Como motiva

(40 para o estudo d
mos que as equa

g o)
9(y)
estudadas ng Capitulo 2,eas €quacdes da forma

N Yy’ +M(x,y) = o

e Formas Diferenciais, observa-
coes separdveis,

Sog#o 3.3
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que serdo estudadas ainda neste capitulo, sio em geral apresentadas
como

9(y)dy = f(x)dx (3.33)
e

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

(3.34)
Essas formas evidenciam certas peculiaridades dessas equacoes
e tornam mais automaticos alguns procedim.

imentos de integracio. Ha,
pois, uma vantagem em estuda-las. Entretanto, pde-se imediata-
mente a questdo de saber o que realmen

te significam as expressoes
» uma vez que elas nao si

Formas lineares em R2

- Uma forma linear em R2 6 uma funcdo &: R2
R tal que

lax+bp) = af(a) + be(B)

(3.35)
onde a e b sdo nimeros reais e « e B sdo vetores de R2. Um vetor
& = (1, &) de R2 pode ser escrito como

X =0x1e; + xe; onde e1=(1,0), e; = (0,1). (3.36)
De (3.35) e (3.36) decorre entdo que uma forma linear € fica determi-
nada se conhecermos t(e1) e €(ey), pois
(o) = ayl(ey) + azl(ey). (3.37)
Definamos duas formas lineares especiais e' e e2 pelas relagdes
1 1
efe)=1 el(e)=0
(3.38)
e?(e1) =0 e¥(ey)=1.
A expressio aje! 4 aze?, onde a; e a; siio ntimeros reais dados, define
uma forma linear- aquela tal que

(are’ +aze?)(e) =ay, (are'+ aze?)(ez) = a,.
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E o0s, reciprocamente, que qualquer forma linear { é dessa fol‘ma,
vemos,
isto €,
¢=aye' +aze?, onde a;={(e))eaqaz=1{(ey). (3.39)
j s i s €, entdo, um espago vetorial de gj.
unto das formas lineares é, € :
Oec:slgo 2. chamado o espago dual de R? e designado por (R2)*. 0g
:;ementos‘ de (R?)* sio chamados de covetores. Os covetores ¢! ¢ 2
formam uma base de (R<)".

Formas diferenciais em R . Seja QO um aberto de R?. Uma forma dife.
rencial é uma fungdo w: Q — (R?)*. Usando (3.39) podemos escrever

w(x,y) = wi(x,y)e' + wz(x,y)e? (3.40)

onde as fungbes wi: () — R sdo as componentes da forma w. Uma
forma é de classe C7, r inteiro >0, se as componentes .fort.am fungﬁe.
diferencidveis até a ordem 7. [O que introduzimos aqui foi 0 conceito
de forma diferencial de grau 1, ou 1-forma. Pode-se definir formas
diferenciais de grau > 1, mas para nossos propésitos as 1-formas sio
suficientes. Por uma questdo de economia de linguagem, chamamos
essas 1-formas simplesmente de formas]. Se &« = (, @2) é um vetor
de R2, entio, decorre de (3.40) que

[w(x,y)la = wi(x,y)a; + wz(x,y)axs. (3.41)

Exemplos de formas . (i) Forma constante é aquela em que as componen-
tes sao constantes.

(i) dx:Q — (R?)" é a forma constante cujas complonent.es w)
€ w2 sdo 1 e 0, respectivamente: dx = 1 -e' +0-e2 = e, Assim, se
& = (a7, x2) € um vetor de R?, entio (dx)(a) = « .

(i) dy:0 — (R?)* éaformaconstante: dy = 0-e'+1-e2 = €%
Assim (dy)(a) = ;.

Decorre dos exemplos (ii) e (iii) acima e de (3.40) que qualquer

forma diferencial w pode ser expressa como

W = w; dx + w; dy. (3'42%

Por defini¢do, somam-se formas definidas em um mesmo ah. e
Q somando-se as respectivas componentes. E, também, m“lt‘phm‘;‘
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uma forma w: Q — (R?)* por uma fungéo f: Q — R multiplicando-se
as componentes de w por f,

Definigéo . Dada uma fungdio diferencidvel f:Q — R define-se sua

diferencial df: Q — (R?)* como sendo a forma diferencial cujas com-
ponentes sio g—: e 21 Assim

oy *
of of
(df)(x,y) = alx,y)dx + @(x.y)dy (3.43)

ou mais compactamente
df = f, dx + f, dy. (3.44)
E imediato verificar-se da defini¢ao que
d(f+g) =df +dg
d(fg) = fdg + gdf
d(c) =0, onde ¢ = const. 8

df = 0 implica f = const, se O for conexo.

Definices . Uma forma diferencial w: Q) —s (R?)* é exata se exis-
tir QO — R tal que w = df. Compare com a defini¢do de campo
gradiente; uma forma é exata se e s6 se o campo vetorial associado
(wi(x,y), wa(x, y)) for um campo gradiente. Uma forma diferencial
é fechada se 0w;/dy = dw,/dx; portanto, uma forma diferencial &
fechada se e s6 se o campo vetorial associado é fechado.

Decorre das definigdes e observagdes anteriores que

. Se Q for simplesmente conexo, uma forma diferencial w: Q — (R?)*
€ exata se e s6 se ela for fechada.

Definicdo . Dada uma forma diferencial w: Q —; (R?)* de classe C e
um caminho diferencigvel «: [a, b] — Q, define-se a integral de w ao

longo de « por <
/ w= / wla(t)la(t) dt

onde o integrando da segunda integral tem o sentido explicitado em
(3.41) acima. [Portanto, a integral de w ao longo de « & igual a integral

do campo vetorial (wi(x,y), w2(x,y)), associado a w, ao longo de o).
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Portanto, decorre das Proposiges 3.12 e 3.14 que 0 para todo (x,y) € (), essa equagiio se reduz ao tipo y’ = f(x,y),

para a qual ji temos uma teoria de existéncia e unicidade de solugdo
do problema de valor inicial. De fato, nés a utilizaremos no decorrer
desta secgéo.

Dizemos que a equagdo (3.46) é exata se o campo vetorial (M, N)
deriva de um potencial V(x,y), isto é, V, = M e Vy = N. Assim, a
equagio (3.46) pode ser escrita como

Vy(x, y)y’ + Vi(x,y) = 0. (3.47)
Logo, se y(x) for uma solugdo de (3.46), obtemos de (3.47):

: . y R?)* é exata se, e 6 se, =
1. Um forma diferencial w:Q — (R?) ¢ t‘ e faw =0,
ara todos os caminhos fechados & contidos em ().
para - ; .
Volta as equagdes (3.33) e (3.34) . Em primeiro lugar, escrevendo a equaggo
: ;

(3.33) como ¢(x)dx — g(y)dy =0

vé-se que 0 primeiro membro € uma diferencial exata. De fato, elg
pode ser escrita como

dF =0, onde F(x,u) :/f(\)d\-/g(y)dy,

d
a V(X,y(x)) == 0,
e, portanto, as solugdes y(x) de (3.33) sdo dadas por

ou seja, Yy(x) é solugdo da equagio algébrica

V(x,y(x)) =c, (3.48)

onde ¢ é uma constante, a qual pode ser obtida se utilizarmos um
ponto (xo,Yo) por onde a solugdo y(x) passe; assim ¢ = V(x0,Yo0).

Fix,u(x)) =c¢
em conseqiiéncia de (3.45) acima.

Quanto a equagao (3.34):

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 Isso quer dizer que os graficos de solugdes da equacéo (3.46), tracados

caso o primeiro membro seja uma diferencial exata, entéo ela se reduz no plano (x,y), estdo contidos nas curvas de nivel da fungdo V(x, y).

= Observe que a equagdio (3.46) pode ser exata sem que M e N

dF=0, onde Fx=MeF, =N, sejam de classe C'. Entretanto, se M e N forem de classe C' num

daf Flx, y(x)) = ¢ dominio simplesmente conexo, a condigéio para (3.46) ser exata é que
e x,y(x)) =c.

M, = Ny, como vimos na secg¢do 3.3.

Uma fungéio V(x, y) tal que (3.48) se verifica para as solugdes y(x)
da equagdo (3.46) é chamada uma integral primeira para a equacgao
(3.46).

Caso a diferencial em (3.34) nio seja exata, procura-se um fator
integrante p(x,y), isto é, uma funco tal que

uHMdx + uN dy

seja uma diferencial exata. Vamos estudar as equagcdes do tipo (3.34) ]
com mais detalhes na préxima secgo.

O que provamos acima foi que se (3.46) for exata, entéo ela possue
uma integral primeira. Conseqiientemente, um método de obtengdo

de solugdes de equagoes exatas é descobrir uma integral primeira
V(x,y).

34.  Equagdes Exatas
Nesta sec¢éo consideramos equagdes diferenciais da forma
NG, y)y' + Mix,y) =0, %

onde M, N: Q —; R sao fungdes definidas em um aberto conexo 0
Plano (x,y). Supondo que M e N sdo fungdes de classe C' e N(x,y)

Exemplo 1. Considere a equagao
(x* +4y)y’ + (2xy + 1) =0. (3.49)

Neste caso N(x,y) = x2 + 4y e M(x,y) = 2xy + 1. Logo Ny =M, e
conseqiientemente (3.49) é exata. Basta pois determinar o potencial
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de (M, N):
V(x,y) = /‘hy +1)dx + 0(v) = x*y +x + g(y)
e dai » L
C4ay=Vy=x*+0'(y) = oly) =22

Logo V(x,y) = x*y + x + 21_;:. Portanto, as solugoes y(x) de (3.49)
satisfazem a

x*y + x + 2y =C,
onde C é uma constante arbitraria.

Exercicio 1 . 1) Integre as equacoes

E+1y +2xy—x*=0 xy' +y =0.

ii) Estude os oito problemas de valor inicial para as equagoes acima:
y(0)=0,u(1)=1,y(-1)=1ey(-1)=-—1.

Exercicio 2 . Resolva as equacoes
2) p
X+ — +y=0
(=+5)»

(cosxsec’y)y’ — (senxtgy + 1) =0

(x+2y*)y' + (y — 2x*) = 0.
Observacdo . A equagdo

' —y=0 (350)
!;ﬁo 1é ez:ata. Entretanto, as solugbes y(x) desta equacdo satisfazem
arelagdo y/x = c, o que pode ser verificado diretamente. £ também
imediato que V/(x,y)

= Y/x é um potenci —y/x%,1/x).
A R s potencial do campo (—y/x /x)

ente a este campo é
Loy :
X‘J ~ 0. (3.61)

Seciio 3.4 Equagdes Exatas

Vé-se que a equagio (3.51) é resultado da multiplicagédo de (3.50) pelo
fator 1/x%. Este é um exemplo em que uma equagio nio exata é
transformada em uma equagéo exata pela multiplicagdo por um certo
fator. Quio geral é essa situacdo? A questdo é, entdo, a existéncia de
um fator integrante para a equagio (3.46), isto é, uma fungao pu(x,y)
tal que
UNy +uM =0

seja uma equacdo exata, isto é, exista uma fungdo V(x,y) tal que
Vy = pM e V, = uN. No caso em que M e N sejam de classe

C', entdo uma fungio p(x,y) de classe C' sera um fator integrante
(lembre () é simplesmente conexo) se

(kM)y = (1N)x (3.52)

ou seja
1

Observe que (3.53) é uma equacgao diferencial parcial, pois envolve
derivadas parciais de p(x,y). Sua solugdo nem sempre é facil. Entre-
tanto, tudo que necessitamos é uma solugao particular de (3.53) e néao
sua solugao geral. Em muitas situacoes, esse problema é bem mais
simples, como veremos nos quatro exemplos a seguir.

Exemplo 2 . Suponha que (My — N4)/N seja uma fungdo g(x) de x
apenas. Entdo, podemos determinar um fator integrante p(x) que é
fun¢do de x somente; de fato, decorre de (3.53) que p é solugdo de

1dus Mys e
pdx N ¢
isto &, i = eS(*) onde G(x) = [ g(x) dx.
Considere o exemplo

(x*y —x)y’ +y =0.
Temos, entdo, M(x,y) =y, N(x,y) = x*y —xe

My—N, 1—(2xy—1) _ 2
N T o xqy—-x . x
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Logo
de onde obtemos

Exemplo 3. Se (M, — N,)/M for uma fungéo f(y) de y apenas, entio
(3.46) tem um fator integrante que € func¢iio de y somente. Neste caso,
u(y) = e T} onde F(y) = [ fly) dy.

Exercicio 3 . Ache os fatores integrantes das equagdes abaixo e realize
as integragoes:
(3% -y —2xy=0
(x2=xy)y' + (xy—1) =0.
Exemplo 4 . Se M, — N,
Ny — Mx

for uma fungdo h de z = xy, entdo (3.46) tem um fator integrante p
que depende de z : pu(x,y) = fi(z). E fécil ver que

fi(z) =e"*) onde H(z)= / h(z) dz.

Exercicio 4 . Encontre o fator integrante de

(3x%y* +x)y’' +y =0.

Exemplo 5. Se M(x,y) e N(x,y) sdo fungdes homogéneas de mesmo
grau, entdo 1/(Mx + Ny) é um fator integrante para (3.46). Lembre
que M é homogénea de grau p se

M(Ax, Ay) = AP M(x, y) (‘)

i

para quaisquer x e y reais e A > 0. Derivando (*) com relagio a Al
depois fazendo A = 1 obtemos

PM(x,y) = xMy(x,y) + yM(x, y).

Segio 3.4 Equagdes Exatas

A seguir verifique que o campo (M/(Mx + Ny), N/(Mx + Ny)) é
fechado. O leitor pode indagar do processo que conduziu a descoberta
desse fator integrante. Veja a continuagéo do Exemplo 5 mais adiante.

3.4.1 Um método prético de integragéo de equagdes (3.46)
O conhecimento de diferenciais de algumas fungées pode ser explorado
para integrar equagdes do tipo (3.46). Comecemos propondo ao leitor

que verifique as seguintes expressoes para as diferenciais de algumas
fungoes

() d(x®) = ax® 'dx

(i) d(xy) = xdy + ydx

i) d (%) = ydroxdy

(iv) d(x?+y?) = 2xdx + 2ydy

v) d (Cn’—;) = udx=xdy

(vi) d (arctg 3) = udzoxdy
Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 1. A equagdo
ydx + (x*y —x)dy =0
pode ser escrita como
x*y dy — (xdy —ydx) =0
que dividida por x% d4

xdy —ydx
yiy - 2y VG

Usando i) e iii) temos
2
y v\ _
& (7) =@ (x) =0

e dai obtemos a integral primeira

2
LBy
X

2
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02. A equagdo Pelo ’I.‘ec?rfama de Existéncia e Unicidac!e-de. solug@o do problema de
Exemplo 2 . " 0 valor inicial, a equagéo (3.54) com condigéo inicial
ydx+ (1 +y* —x)dy =
pode ser escrita como ylxo) =&, (3.55)
ydx —xdy + (1+vH)dy =0
¥ onde & é tal que (xq,£) € Qp, tem uma solugdo tnica
que dividida por y* produz
vdx—xdy |\ -24y 4 ay = 0. ik S
vl
; onde explicitamos na solugéo a sua dependéncia da condigdo inicial &,
Usando-se i) e iii) obtemos S p
1 Suponhamos inicialmente que a equagéo (3.46) tenha em uma
d (’_‘) +d (__) +dy=0 vizinhanga de (xo,yYo) uma integral primeira u(x,y), tal que
u y uy(x0,Yo) # 0. Seja co = u(xg,yo). Assim, para ¢ numa vizinhanga
e ‘ de ¢cp, tem-se que lucdo ¢(x, &) de (3.54) com u =
d 0 que uma solugdo ¢(x, (x0,E) =cé
e portanto as solugdes sao da a“"mr ' tal que u(x, d(x, £)) = c. Logo
i — —4+y==C. {
vy v ‘ Ux(x, d(x, £)) +uy(x, d(x, £))d’(x,£) = 0. (3.57)
Exercicios . Integre, como nos exemplos acima, as equagoes P E como
3 \
ydx — (x +xy*)dy =0
M(x, d(x, £)) + N(x, d(x, '(x,£) =0 :
A (%, £) + N(x, dlx, £))¢'(x, £) (3.58)
xdx +ydy = /x% + yZdx concluimos que
(x —y)dx + (x +y)dy = 0. u M
RN
3.4.2 Existéncia do Fator Integrante B . J8
Mostraremos que se M e N forem de classe C' em Q e se N(xo,Y0 fuma vizinhanga de (xo,yo). Daf se segue que
0 num ponto (xg,yo) € Q, entdo existe um fator integrante nums
vizinhanca de (xo,yo).
72 de (xo, Yo) e U= M. (3.59)
~ De fato, em virtude da continuidade de N(x,y), existe us
zinhanca O, de (xg,yo) onde N # 0. Logo a equagdo (3.46) pode st
escrita como 3

Logo, i1 = u,,/N 6 um fator integrante, pois (3.57) é obtida de (3.58)
multiplj

<A ~Mix,y) cando-a por p. E (3.57) é uma equagéo exata como definimos

mv (X,\J)EQO-
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Figura 3.7
A seguir, provamos que a equagdo (3.46) sempre possue (local-
mente) uma integral primeira. De (3.56) se segue que
£ = dlxo, &) (3.60)
a qual derivada com relagdo a & nos da
déd
et Xt ) = 1.
AESaC |

=
tamos utilizando o fato quea s.oluﬂﬂ ;
ao dado inicial. A
tar de nosso

(A bem da verdade, neste ponto es r
de um certo PVIL é diferenciavel com relagdo
demonstracio desse fato foge um pouco a0 carater elemen

estudo. O leitor insatisfeito pode consultar, por exgmplo, J. §0t0 !
nciais Ordindrias, Projeto Euclides, 191%4

Ligoes de Equagdes Difere L - p
Dai, concluimos, que usando o Teorema das Fungoes Implicitas, que
£ pode ser explicitada na equagao (3.56): 4
3.6
£ =w(x,y) {

0 que é valido numa vizinhanga de (xo, yo). De (3.56) e (3.61)

y = ¢(x,¥(x,y)))

para todo (x,y) numa vizinhanga de (X0, Yo
com relagdo a y obtemos

). Logo derivando

—
Il

b=
&le

Segho 3.4 E 6 83

oque implica py(xo0,Yo) # 0. Logo(x, y) é uma integral primeira da
equagdo (3.46). Observe que o grifico da solugéo d(x, &) estéd contido
na curva de nivel Y(x,y) = &.

Comentério . O que acabamos de mostrar foi a existéncia local de um
fator integrante. Observe entretanto que a expressio do fator inte-
grante, L = P, /N, nao é til, em geral, para efetivamente se obter
o fator integrante, pois ela envolve, via (3.56) e (3.61), a resolugao
da equagio diferencial (3.46). Ora, a utilidade do fator integrante é
precisamente para resolver essa equagao. Portanto, embora saibamos
que as equagdes (3.46) tém um fator integrante, o método do fator in-
tegrante é de aplicagéo restrita, pois, em geral, nao conhecemos quem
ele 6. O método do fator integrante é ttil nos casos dos Exemplos 2, 3
e 4 da secgiio 3.4 acima. J4 no caso do Exemplo 5, da referida secgao,
o método de redugiio a uma equagio separdvel é bem mais natural.

Exemplo 5 (Continuacdo). A equagdo (3.46), no caso de M e N serem
fungdes homogéneas do mesmo grau, pode ser transformada numa
equacdo separavel e, entdo, integrada explicitamente, veja Exercicio
7 do Capitulo 2. Basta introduzir uma nova variavel dependente z =
y/x. Dai y’ = xz' + z, que substituido em (3.46) d4, apés usar a

homogeneidade:

N(1,z)(xz' +2z) + M(1,z) =0

ou seja

(3.64)

N(1,2) bt
L
M2 + 2N~ | x

Supomos que xo M(xo,Yo) + Yo N(xo,Yo) # 0 eXo > 0. Integrando
(3.64) e voltando a varidvel y:

L = (3.65)

F (x) +Mnx=c

onde F(z) é uma primitiva da fungéo coeficiente de 2’ em (3.64). Logo,
integral primeira de

a fungdo no primeiro membro de (3.65) é uma
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(3.46). Pelo que vimos antes, entdo, 0 fator integrante procurado é

10 U

RO [ (=

N oy (\)

1 N(1,u/x) 1

:NTI.giWi’ﬂi‘ﬂ-‘(g,/?\ﬂtl.u/x) x

ulx,y) =

m vista da homogeneidade, que
1
m(x V) = {Mx+ Ny

de onde se segue, €

como queriamos provar.

Familias de Curvas Planas

3.5.
As solugdes y das equagdes exatas
N(x,uly’ + M(x,y) =0 (3.66)
foram obtidas na forma implicita ‘
(3.67)

V(x,y) =¢,
a. Para cada valor de ¢ temos uma |

onde ¢ é uma constante arbitrari / a
as solugoes de yy' +x = 0 sdo :

curva no plano (x,U). Por exemplo,
dadas na forma

x? + yz =C, :
assim para cada valor de ¢ > 0 temos um circulo de raio /¢ eentwb
na origem. Observe, pois, que, para um mesmo C, podemos ter ma 4
de uma solugdo y(x) dada por (3.67). A expressao define uma famil
de curvas a um parametro. Em geral, uma familia de curvas @ € X
pardmetro é definida por
f(x,y,A) =0

onde f:Q x A — R é uma funcado diferenciavel, () é um
plano (x,y) e A é um intervalo da reta. .

Poe-se a seguinte questdo: dada uma familia de curvas
a um parametro, existe uma equagao diferencial -
familia represente suas solugdes?

Iniciemos com o estudo de exemplos.

abel o 40

Segho 3.5
Famllias de Curvas Planas

gxemplo 1. Familia de retas paralelas a uma reta dada:
(3.69)

onde m estd dado, A € A = R, (x,y) € Q = R2 Derivando (3.69)
com relagiio a x obtemos v

f(xlyoA) EU—mx—A:O

y'=m
e é essa a equagdo cuja familia de solugoes é dada por (3.69).

exemplo 2 . Familia de parédbolas

f(x,y,A) =y —2M*—A=0; (3.70)
onde x,y,A € R. Derivando com relagéo a x obtemos
Yy —4Ax =0. (3.71)
Eliminando A entre (3.70) e (3.71) obtemos
(2x2+ 1)y —4xy =0
que é a equagdo cujas solugdes sdo dadas por (3.70).
Exemplo 3. Familia de circulos de raio 1 centrados no eixo-x
x =A+cost, y=sent, 0<t<2m,
que pode ser escrita implicitamente como
f(x,y,A) = (x—A)?+y*—1=0. (3.72)
Derivando com relagéo a x, obtemos
2(x—A) +2yy’ =0. (3.73)
Eliminando A entre (3.72) e (3.73), temos
y(1+y?)-1=0. (3.74)

Como nos casos anteriores, as curvas (3.72) sdo solugdes de (3.74). En-

tretanto neste caso, ha solugdes que nio estdoi em (3.72):
de fato y(x) = 1 e y(x) = —1 sio outras duas solugdes de (3.74). A

terminologia cléssica é a seguinte: as solugoes (8.72) sdo chamadas

regulares e y(x) = 1 e y(x) = —1 sao chamadas solugdes singula-
solugdes sdo as envoltérias da

res. Observe que essas duas ultimas
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, definiremos envoltéria e voltaremog de onde eliminamos A. Usando o Teorema das Fungbes Implicitas
plici

familia de circulos; logo mais
vé-se que a condigio

esta discussao.
Exammpio 4, Familia arbitrdria de retas da forma y = Ax+ g(A), A >0, falx,y,A) #0 (3.83)
Neste caso possibilita a explicitagdo de A o R "
=u—Ax — a(A) = em (3.68): A = U);
f(x,u,A) =Y — Ax 9(“ ’) 0 - (3.75) essa expressio de A em (3.82) obtemos a eqigoyg;fmtmndm
onde supomos que g € uma fungiio de classe C*. Derivando com relagip rada. procu-
ax:
i Y ) Exercicio 1. Obtenha as equagées diferenciais
. ©.76) milias de curvas: socrepondantes as i
Eliminando entre (3.75) e (3.76) obtemos @ y=Aer
y—xy —g(y’) =0. (3.7 (ii) y=)\x+sen(A2+1)
A equagdo (3.77) é conhecida como equagao de Clairaut. Como nos oy el 2
ca:)ls anteriores, as curvas (3.75) sdo solugdes de (3.77). Entretant (.m) atin=l1
(iv) Familia de todas as retas passando pelo ponto (a, b)

hé uma outra: a curva dada em coordenadas paramétricas por
(v) Familia de todas as retas cujo segmento compreendido entre

' L /
x=—g'(A), y=-Ag(A)+g(A). S o dois eixos é sempre igual a 1.

Para verificar essa assertiva basta provar que dy/dx = A. Como
veremos mais adiante, a curva (3.78) é a envoltéria da familia (3_7& | 3.5.1 Envoltéria de uma familia de curvas
. Seja dada uma familia de cury. ;
2 para cada A e :s C, dada por (3.68); supomos que,
a A, a curva correspondente tem ;
que o vetor normal tangente, o que quer dizer

Exemplo 5 . Familia de Circulos
f(x,y,A) = (x —2A)2 +y* —A%? =0.

(fx{x’yoA)nfv(x:ylA)) #0 (3.84)

gaa;a to[(lios((x,y, A) tais que f(x,y,A) = 0. Define-se uma envoltéria
amilia (3.68) como sendo uma curva em coordenadas paramétri
(x(A),y(A)) tal que pr-

Derivando com relagdo a x obtemos
2(x—2A) + 2yy’ = 0.

Eliminando A entre (3.79) e (3.80) temos

3y?(y')* — 2xyy’ +4y? —x* =0. f(x(A),y(A),A) =0 (3.85)

X(A) fx(x(A),y(A),A) +Y(A) fy(x(A),y(A),A) =0 (3.86)

onde X = dx/dA. A condigéo (3.85) diz que para cada A, o ponto
(x(A), y(A)) pertence a curva Cx da familia (3.68). A condigdo (3.86)
diz que naquele ponto a envoltéria e a curva Cx tém a mesma reta tan-
gente. A seguinte condigéo é suficiente para a existéncia de envoltéria
da familia (3.68)

Como antes, as curvas (3.79) sao solugdes de (3.81), bem como

o
aen
voltéria da familia (3.79) dada por y? = %xz - i

Método utilizado nos exemplos acima
mamos o sistema

f(x,y,A) =0
fx(xvy'A) — o

ffoy . fvfhx # 0. (3.87)
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De fato, considere 0 sistema
f(x,uy,A) =0
f,\(\.l,l.l\) = 0.
A condigdio (3.87) nos garante através do Teorema das Fungdes Implj-
C o

v W o A)) desse sistema. Logo esses
: xiste uma solugio (x(A),ul 2
il(t ;\l)s eq :Ti\e)t:ltisfazem (3.85), que derivada com relagiio a A produz

(3.88)

x(A)fx(x(A),u(A),A)+
+0(A)fy(x(A),y(A),A) + fa(x(A),u(A),A) =0. (3.89)

Em virtude de (3.88) o ultimo termo de (3.89) € zero e portanto (3.89)
implica (3.86), o que mostra que (x(A),u(A)) é uma envoltéria da

familia C; .

Determinagio de envoltdrias de algumas familias de curvas

1. A familia do Exemplo 3 :
f(x,u,A) = (x—=A¥+y:—-1=0
falx,u,A) = —2(x—A) =0.

Eliminando A nesse sistema obtemos y? = 1, 0 que mostra que ylx)=

1 e y(x) = —1 sdo duas envoltérias.

2. A familia do Exemplo 4 :
f(x,y,A)=y—Ax—g(A) =0
falx,y,A) = —x—g'(A) =0.

Logo, a curva em coordenadas paramétricas,

x=—g'(N), y=-Adg'(A)+g(A),

€ uma envoltéria.
A familia do Exemplo 5 :

fx,yA)=(x—22A)2+y2-A2=0
A, y,A) = —4(x — 20) — 2A = 0.

Segho 3.5

Eliminando A no sistema acima obtemos y? = x2. Logo as retas
Y= x/V3ey = —X/\/§ sdo envoltorias.

a. Generalizagéio do Exemplo 4. Sejam g: A — R2 e v: A — R? fungées
diferencidaveis, com |v(A)| = 1 para todo A € A. Considere a familia
de retas g(A) + tv(A):

x = g1(A) + tvi(A), y = gz(A) + tvz(A), (3.90)
onde g = (g1,92) e v = (vq,v3).

Se vi(A) # 0, essa familia pode ser escrita na forma (3.75). De
fato, eliminado t em (3.90), obtemos

v — g2(A)Ivi(A) = [x — g1(A)]vz(A)
e daf

v2(A) v2(A)
3 (3.91)

x + A)— —— -
) 92(A) vI(A)g'(M
Agora A pode ser explicitado em v3(A)/v1(A) = c se ViV —vav) # 0,
0 que decorre de [v(A)|? = 1. Dai (3.91) se escreve na forma (3.75).

. O problema pode ser tratado sem reduzir ao Exemplo 4 do se-
guinte modo: provaremos, inicialmente, que a familia (3.90) tem uma

envoltéria se e s6 se existirem fungbes diferencidveis ¢(A) e P(A) tais
que

g'(A) + &AWV (A) + Y(A)v(A) = 0.
De fato, se at(A) = (x(A),y(A)) for uma envoltéria, temos
x(A) = g(A) + t(A)v(A)

(3.92)

e daf
«'(A) = g'(A) + t'(A)v(A) + tAWV'(A)

¢ como a’(A) = a(A)v(A) para algum a(A), (isso é a condigdo de

as retas ta_mgentes a envoltéria e & curva C,, sdo as memm‘;;izbte;‘:

laagxpressao (3.92) com $(A) = t(A) e P(A) = t(A) — a(A). Por outro

4 0, se (3.92) se verifica, considere a curva a(A) = g(A) + d(A)v(A)
Provemos que ela é uma envoltéria. Basta calcular o e usar (3.92)

Para mostrar que o(A) = (' (A) —P(A))v(A).
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3523 cTtajetbciae oringone™ ” que é ortogonal a famflia f. De fato, s
dadas pory = ®(x) ey = P(x) que se interseccionam pg
]p):;zc(uxr(:;so) siio ortogonais se suas retas tangentes naqugle X, 4,(;)2]

diculares, isto €,
CoEEE ' ot 8 o que quer dizer que se y =
¢ (xO)‘p (XO) 1 T | (3.93 (x’¢(x)) entéo

onde supomos que }’ e ¢’ ndo se anulam. Se as curvas sio da
em coordenadas paramétricas, isto é, a(t) = (o (1), xa(t)) e P &
(B1(t), B2(t)) sdo as curvas, entdo (3.93) toma a forma

o) (to) B (to) + a5 (to) B5(to) =
Duas familias de curvas
f(xvyvx) =0 e g(X.y, ll) =0

sdo mutuamente ortogonais se cada A-curva é ortogonal a toda
que ela intersecciona.

Dada uma familia de curvas
f(xvybA) =0

ummododeobternmaoutrafamﬂiaaelaortogonaléo'
Pelos métodos anteriores, obtenha inicialmente a equagéo di -
para a qual essas curvas sdo solugdes: Exemplo 7. Consndere-a Famili:

F(x,y,y’) =0. .‘.‘ (8 : y_.,
A seguir defina a fungdo

G(x,y,p) =F (x,y,—%)
eom“mdaequagio life ial:

e G(x,y,y") =0
Ty Nlas"°"’t“‘“'=m\mmftxmﬂmdecurvas
I g(xoU’u)= ;..




92 Propriedades Gerais das Equagdes -
Exercicio 2. Determine familias ortogonais as seguintes familiag de 4
curvas ‘ B N -3

. Y .. ~ Y 3xu' — "1 y F-— n x 2
o Equacoes Diferenciai
Exercicio 3. (a) Mostre que a expressao q g oreticlalt
, ’ de Segunda Ordem

X~ + Y a>b>0
az+A  b2+A
define: (i) uma familia de elipses cofocais (i.e., to@as as elipses tém og
mesmos focos) se A > —b?; (ii) uma famili’a de hipérboles cofocais se
—a? < A < —b2 (O que ocorre se A < —a*?)
(b) Mostre que a equagdo diferencial correspondente a essas fa- As equagdes ordindrias, em particular, as equagdes de segunda ordem
milias de curvas é: j i
x2—yt—a?+b? vy LS levantes, ,desenvolvefemos nas aApl.icapﬁes um pouco da dmﬂmwa de
= Y =2 uma partzcula: do oscﬂat!or harménico e dos campos centrais de forgas.
Assim, para nés, a solugdo de um problema nio é apenas uma férmula
ou uma fun¢do, mas antes, algo pleno de significado e de informagées

Y2+

(¢) Observando que a equagdo diferencial é invariante pela mu-

danga de y’ por —1/y’, conclua que a familia de curvas para A > —a* sobre o fenémeno que estamos considerando. Por outro lado, para uma
é auto-ortogonal (sentido 6bvio!). anélise adequada de problemas aplicados é imprescindivel ter um co-
nhecimento matemético adequado para estud4-los. Desenvolvemos

€ssa matematica nas duas primeiras secgoes e dedicamos as demais
as aplicagdes. E animador sentir que problemas relevantes e dificeis
recebem um tratamento simples e completo com as ferramentas ma-
temdticas aqui introduzidas. Segundo A. Engel, a matematica deve
Ser ensinada como uma ciéncia fundamental, que fornece os meios
indispenséveis de raciocinar e técnicas para tratar com o mundo real:
“0 mundo fisico e o mundo criado pelo homem”.

(d) Mostre que a familia (i) é ortogonal a familia (ii).

Exercicio 4. Uma familia de curvas (3.98) interseccionando.un:la o)
familia (3.94) com um 4ngulo fixo 0 é chamada de familia wogoggl

com (3.94). Se (3.95) é a equagdo diferencial correspondente a :
(3.94) mostre que a equagdo diferencial correspondente a (3.98) €

Vis 205\ 18
F("»U-m) —0

41.  Equagées Lineares de Segunda Ordem

Sejam p, q,f:(a,b) — R fungdes continuas definidas num intgrvglo
aberto (a, b), o qual em muitos problemas é a semireta t > 0 ou toda
areta —oo < t < 00. Consideremos a equagdo linear de 2% ordem

X(t) + p(t)x(t) + q(t)x(t) = f(t) (4.1
U mais compactamente, como escreveremos quase sempre; .
2+p7‘c+qx=f. 4.2)




