Prova 3. MAE0499 Processos Estocasticos. 22/11/2019

NOME N°USP

X X

1. Seja P matriz de transigdes de uma cadeia de Markov com estados E = {0,1,2,3}. Escolha
alternativa correta sobre as classes de comunicag¢do e desenha ao lado o grafo de transicdo.
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P=

a) {0,1,2,3}, cadeia é irredutivel;

b) {0}, {1,2}, {3}, cadeia ndo é irredutivel;
c) {0,1},{2,3}, cadeia n3o € irredutivel;
d) {0}, {1}, {2,3}, cadeia ndo é irredutivel;
e) {0,2},{1,3}, cadeia ndo é irredutivel.

2. Dois navios atiram um para o outro instantaneamente em intervalos regulares. Para cada troca
de tiros, o navio A atinge o navio B com uma probabilidade de 1/2 e o navio B atinge o navio A com
uma probabilidade de 3/8. Supde-se que, com qualquer acerto, o navio trava. Os resultados de
uma série de disparos sdo considerados. Encontre a matriz de probabilidade de transicdo se os
estados da cadeia forem combinag¢Ges de navios que permanecem em servigo: “0“- ambos os
navios em servico, “1” - sé navio A em servico, “2” - s6 navio B em servico, “3” os dois navios sdo
atingidos.
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3. X,, é um passeio aleatério em Z: X1 = X, + 1 com probabilidade p, e, X,;,1 = X,, —1 com
probabilidade ¢ = 1 — p. Supondo X, = 1, a probabilidade P(X, = 1) é igual

a) 6p*(1 — p)?;
b) 2p*(1 — p)?;
c) 2p°(1—p)Y
d) 4p*(1 —p)?%
e) nenhuma das alternativas anteriores.

4. Para cadeia de Markov representada pelo seguinte grafo de transicdo achar a distribuicdo
estaciondria m = (mg, 4, 7,), se ela existe.

1/3@
1/2@
22>

a) todas as distribui¢bes do tipo m; = x, ™, = 1 — 2x,x € [0,1] sdo distribuigdes estacionarias;
b)m, =2/7,1, =3/7;

cmy =1/3,m, =1/3;

dm, =1/5m, =2/5;

e) a cadeia é redutivel, por isso, ndo existe a distribuicdo estacionaria para essa cadeia.

5. A Maria joga melhor de que Jodo. Seja p a probabilidade de Maria ganhar uma jogada. Maria
estd com 1 real e Jodo com 2 reais. Achar o valor de p que iguala as chances de ganhar jogo.

a)p=1/2(\5-1));
b)p = 2/(V5 + 1);
Jp=1/(\5-1)
d)p=1/(5+1);

e) nenhuma das alternativas anteriores.

6. O jogo do item anterior consideramos em tempo continuo de seguinte forma: antes de fazer a
jogada a Maria pensa durante um tempo exponencial com parametro A,, e sé depois faga uma
jogada, enquanto o Jodo pensa durante um tempo exponencial com taxa A,. Sugere e desenha um
grafo de transicdo para essa cadeia com tempo continuo com respectivas taxas de transicdo
(A = (4;;)) descritos em termos de p, Ay e 4;.
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7. Seja X; uma cadeia de Markov com tempo continuo representado pelo grafo de transi¢do:

Achar m = (my, 1, 5, 3), @ medida invariante deste processo. A cadeia é reversivel?

. , 111 1.
a) ndo reversivel, T = (5'5'3'3)'
- , 111 1.
b) ndo reversivel, T = (Z’Z’Z’Z ;
, 111 1y
c) reversivel, T = (§'§'E'Z ;
- , 1111
d) ndo reversivel, T = (5’5'3'5);

e) nenhuma das alternativas anteriores.

8. Consideramos a cadeia X; do item 7 anterior. A equagdo de Kolmogorov backward para a
probabilidade py; (t) pode ser escrita da seguinte forma:

a) %Pm(t) = p11(t) — Po1(0);
b) %Pm(t) = po1(t) — p11(0);
c) %pm(t) = p11(0);

d
d) Epm(t) = —po1(t);
e) nenhuma das alternativas anteriores.

9. Consideramos a cadeia X; do item 7 anterior. A equagdo de Kolmogorov forward para a
probabilidade py; (t) pode ser escrita da seguinte forma:

a) %Pm(t) = p11(t) — Po1(0);
b) %pm(t) = po1(t) — p11(2);
c) %Pm(t) = p11(0);

d
d) Epm(t) = —po1(t);
e) nenhuma das alternativas anteriores.
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10. Considere o processo de nascimento “puro” (processo Yule) com taxas de transicdo 4, =nd e
com conjunto de estado N = {1,2, ... }. Escolha alternativa correta.

a)p11(t) =1 —e™*;

b) p11(t) = e

¢) p11(t) = 1= 2e™?4;

d) p11(t) = e™* — Ae™ 4,

e) nenhuma das alternativas anteriores.

Algumas férmulas uteis.
Medidas invariantes
1. caso discreto: sejam = (m;,i € E) medida invariante entdo m; = Y.xecp i Pxi; cadeia

é reversivel se m;p;; = w;p;; parai # j € E quaisquer.
Lty jrjt

2. caso continuo: sejam = (m;, i € E) medida invariante entdo v;m; = Yy Trqx;;
cadeia é reversivel se m;q;; = m;q;; parai # j € E quaisquer.

Probabilidade de ruina de jogador

1-(q/p)!
—— sep*1/2
p_ TGP Y
' i
e sep=1/2

Equacao de Kolmogorov backward:

d
Epij ) = Z qix P (t) — v;P;;(t)
ki
Equagao de Kolmogorov forward:

d

k=+j



