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FEzxercicio 1:

341
(a) Seja f(x) = o para #1 e g(u) = Yu. Como g é continua em R e
x
o+l (4D (2P -+ 1)
lim = lim = 3,
e=-1x+1 o1 x4+ 1
segue que
3+ 1
lim { = lim g(f(z)) = lir%g(u) =3
u—

z——1 x+1 z——1
Nesse item foi usado o teorema seguinte (pg. 88 do Guidorizzi):

Teorema 1. Sejam [ e g duas fungées tais que Im(f) C dom(g). Se lim f(z) = a
T—p

e g € continua em a, entao,

lim g(f(x)) = lim g(u).

T—p u—a

(b) Seja f(x) = /x + 7 = u, parax # 1. Entao u® = x+7 e portanto z — 1 = u® —8.
u—2

Se g(u) = 5 g Parau # 2, temos que g(u) = g(f(z)). Agora, como lirr% Vo +T=
u” — T—

V8 =2,

] ou—2
i) = iy 2o
. U — 2
= I e s 2u s D)
. 1 1
= lim

u—2 (u2+2u+4)zﬁ

e g nao esta definida em 2, segue que

T+ T-2 . .
lim ~————= = lim g(/(«)) = lim g(u) = —.



Nesse item foi usado o teorema seguinte (pg. 89 do Guidorizzi):

Teorema 2. Sejam f e g duas fungoes tais que Im(f) C dom(g), lim f(z) = a
T—p

e
lim g(z) = L. Nestas condigoes, se g nao estiver definida em a, entdo lim g(f(z))
u—a T—p

existe e
lim g(f(x)) = lim g(u).

TP u—a

Os teoremas anteriores serao usados em muitas das solugoes seguintes, ao justificar
o céalculo do limite de fungoes compostas. Entretanto, para nao carregar demais as
solugoes, nao vou explicita-los toda vez que estiver usando. Procurem justificar as
passagens, mentalmente, utilizando-os.

FEzxercicio 2:

(a) Note que

= 1).
=1 @eopety
- fla® - . -
Se calcularmos hrq SFCEEE poderemos utilizar o fato de que O limite do produto
T— xre —
u
¢ o produto dos limites para calcular o limite pedido. Seja g(u) = —), para u # 0,
u
e h(z) = 22 — 1, para x #,1,—1. Entao lirr% h(z) = 0, por hipétese linr(l]g(u) =
Tr—r u—
_ [flu) S : .
hn% ——= =1 e g nao esta definida em 0. Sendo assim,
u—r u
lim g(h(x)) = tim L5 =D ) —1
lim g(h(z)) = lim —5———= = lim g(u) =
e portanto
fla*=1)  f(@®-1)
A NCEAa
fl=®—1)

1),
o1 (x2—1):£1—>rq(x+1)_1'2_2'

Ezercicio 3:
Seja F'(h) = p+ h, para h # 0 e G(z) = w Entao }llin(l)F(h) = p,
— -



lim G(z) = L e G nao estéd definida em 0. Entao

T—p

= lim G(x) = L.

h—0 h—0 T—p

Exercicio 5:
Se para todo x vale que |f(x) — 3| < 2|z — 1], entdo —2|z — 1| < f(x) — 3 < 2|z — 1|
e assim

3—2lr—1| < f(x) <342z —1|.

Agora, como

lim [z —1]=limx—-1=0
z—1t z—1t

e
lim [z —1]= lim 1 —2 =0,
r—1- z—1-

segue que lin}(?) —2lz—1|) = lin%(?) + 2|z — 1|) = 3. Pelo teorema do confronto,
T— T—

lim f(x) = 3.

z—1

FEzxercicio 6:

1
As fungoes f(x) = = e g(z) = sen (—), para z # 0, sdo tais que liII(lj f(x)=0
€T xr—r

1
e |g(z)| <1, para todo = # 0. Entao lintl)xsen (—) = 0.
T— T

Nesse exercicio utilizamos o resultado do Exemplo 2 da pg.91 do Guidorizzi, que
é consequéncia do teorema do confronto:

Teorema 3. Sejam f e g fungoes com o mesmo dominio A tais que lim f(x) =0 e
T—p

lg(x)| < M para todo x em A, onde M >0 é um real firo. Entdo llir; f(z)g(z) = 0.

FExercicio 7:

sen T

(b) Como lim

z—0 €T

=140,
T 1 1

lim = lim

= = 1.
=0 sen x  =—0 (sen x/x) lin%( sen x/x)
z—>




+
(d) Seja f(x) =z — 7, paraxz # me g(u) = M, para u # 0. Observe que
u

lim f(z) = 0. A ideia é calcular o limite de g para u tendendo a 0 e, caso ele exista,
T—T

poderemos aplicar o Teorema 2 mencionado anteriormente. Para isso, vamos escrever

sen (u+ 7) = sen ucosT + sen wcosu = —sen u. Entao
. . sen u ]
o) =l ===
e assim
sen x
lim ——— = lim ¢(f()) = lim g(u) = ~1

(g) Podemos escrever, para x # 0,

tan 3x B tan 3z 4x 3
sen 4r  3r  sendr 4’

e utilizando novamente os resultados a respeito de limite de fungoes compostas:

. tan3z . tanu . senu 1
lim = lim = lim =1-1=1
z—0 €T u—0 U u—0 U COS U
e
] 4x ] U
lim = lim =1.
z—0 sen 4r u—0 sen u
Portanto,

. tan3x ) tan 3x 4x 3 3 3
lim = lim . =] =1-1--= -
z—0 sen 4xr  z—0 3x sen 4z 4

(h) Para todo x # 0,

1 —cosz (1 —cosz)(l+ cosx) 1
T N T .1—|-COS.CE

1 —cos’z 1

N T .1+COSZL'
sen 2x 1

T 1 1+cosx

sen x 1
= sen x -

¢ 1+cosx



Portanto,

~1—cosz ) sen x 1 1
lim — = lim | sen x - . =0-1-=.
20 x z—0 x 1+ coszx 2
(j) Para todo x # 0,
1 1
sen |22+ —] — sen — 9 1 1 2 1
x r  Sen r°cos—-+ sen —cosr — sen —
_ x x x
x x
) 1
sen x cos; 1 cosz?—1
= ———%+4 sen —-
x x x
sen 22 1 1 sen’z
= —5—-xcos—taxsen — ———
x x r
Agora, observe que
_ sen 22
lim —— =1,
x—0 [L‘2

usando o Teorema 2 a respeito do limite de fungdes compostas. Além disso, pelo
Teorema 3 mencionado acima,

1
limzcos—=0
x—0 x
e
] 1
lim z sen — = 0.
x—0 x
Por fim,
_ sen’z _ senz senzx
lim—=1lim—-—=1-1=1.
x—0 $2 z—0 x X

Utilizando as propriedades de limite, concluimos que

) 1 1
sen | x“+ — | — sen — ) )
] z z ] sen x 1 1 sen “x
lim =lim|——— -2cos—+xzsen —+ ———
z—0 €T z—0 3;'2 xT €T 1’2
. sen 22 1 . 1 sen’z
=lim|{——— xcos—| +lim | xsen — ———
z—0 T2 T T— T xr2
=1-0+0-1=0.



(k) Para todo x # 0,

sen x sen x
T+ sen x T T 1 T
22— senx sen sen x
xr — xr —
x x
Portanto,
) sen x
. T+ senx ilgg)(lJr ) 141
lim 5 = = = —
=0 % — sen T ) sen T 0-1
lim(z —
x—0 x

Observacgao: Valem versoes dos Teoremas 1 e 2 enunciados anteriormente também
para limites no infinito. Ou seja, podemos substituir p por 400 ou —oo naqueles
resultados. Também sao verdadeiras versoes das propriedades operatérias de limites
(como aquelas descritas na primeira pdgina do capitulo 10 do pdf do curso) para
limites no infinito. Usaremos esses fatos nos exercicios seguintes.

FEzxercicio 8:

(b)
. I 3 ) o1 . 3
lim 5+—-+ —]= lim 54 lim —+ lim —=5+0+0=>5.

T——00 T  x? T——00 r—co I x——o00 X2

(e) Para z suficientemente grande (de modo que o denominador nao se anule), pode-
INOS escrever:

prt—2r+1 ot ST 3t 5—;+g'

4w4+3a:—1—2:x4

2 2
4+ —+= 4+—+—
i i

Portanto,



st —2w41 ST Ft
hm—: hm—
o=

x X

(8) Seja f(@) =

r——00 I

. 3\
lim (1 + —2>
T——00 €T

Como ¢ é continua em R (e em particular em 0),

=0.

1

. IRT 3 R T Qi 3/
Am @) = I {f g = el = lim Vu =0



(i) Para todo = > 0,

Vodt2e—1 = (1t 5=

Viltz+1 |zl 1
I+—-4+—
r
3 2 1
Vit e
1 1
l+—-4+—
xr
Agora, como
. 3 s 5. 2 1
B R R\ P b=t § Bl
e
: 1 . 1
ImA(\/l1+—+—==,|lm [1+—+—=| =1,

conclui-se que

(j) Para todo = > 0,

1 1 1 1
VT + {75: z_Z 1/x3+ Vs _ ,/$3+ o
3 +3 x? 3 3
1+ — 1+ —
x x
Portanto,
1 1
o N+ 3 s P\ Vad b 0+0
lim —— = lim = = =0
T—00 €T

0]



(m) Para todo = > 0,

(Ve +1++vVx+3)
(Vo +1++vz+3)
(x4+1)— (z+3)
(Vx +1++Vx+3)

Vi+l—vVa+3= (Ve +1—-+Vr+3)

—2
Wz tl++Vz+3)
-2 —2
_ Ve VT _ NG
Ve 1 3 1 3
14+ —44/1+= 14+ —+4/14=
s e xXr xXr
Portanto,
—2
: L N 0
mlgglo(\/x—l—l—\/x—l—iﬁ)—zlggo - 3—1+1—0.
14+ —+4/1+—
s s

FExercicio 9:

(a) Para todo = > 0,

3 2
lim (z* — 32 +2) = lim x4.(1_ﬁ+ﬁ>'

T—00 T—00

2
Como lim z* = o0 e lim (1 — —+—)=1-0+0=1, segue que
T—00 T—00 T T

lim (z* — 37 + 2) = co.

T—00
(e) Para todo x € R,

2+1 2+1
2 —_— J— JR— J—
2t @ @y 2y

3422 22 3
R R

T

Como



3
lim <—2+1> =0+1=1,
T—00 €T

2+«x 0

im =
a—oo 3+ 22 1

segue que

FEzxercicio 10:

(d) Para todo = > 1,

B — _\/x+\/5—|—\/x—1. B —
Vo + Ve — Ve 1—\/m+\/m T+ Vr—vVar—1

@+ VE) - (@ -1))
Vo Va—1
B V41
VetV V-1
1

Vi Y
Y AT
Vo NG
1+i

NG

W*i+%i
VT NG

Como
1
li 1+ —|=1+0=1.
xllﬁlo< +\/§> -
e
li 1+ ! +14/1 ! 1+1=2
temos que

lim ( :z;—l—\/z—\/x—l):%.

T—r00

10



(e) Lembre-se de que a fatoracdo de uma diferenca de cubos é a seguinte:
a® — b = (a —b)(a® + ab + b?).

Colocando a = x e b = v/2 + 323, para todo z € R, temos que

2 — (24 323%) = =223 — 2= (. — V2 + 323)(2® + 2V/2 + 323 + /(2 + 323)2 ).

Assim, para todo x € R, podemos escrever

2% 4 22 + 323 + /(2 + 323)2

— V2 + 323 =
22 + 22 + 323 + /(2 + 33)2

(= V2 + 323)

B — 23— 2
_x2+x\3/2+3x3+\3/4+12x3+9x6
2
:x_2 —2x—?
a? s 4 12
1+ —3+3—|— —6+—3+9
x x x

2 4
1+ ﬁ + 3+ E + "y +9
Como
2

lim (—295 — —) = —00

ZT—¥00 x2
e

lim
1 + — —f- 3 +

segue que

lim (v — V2 + 323) = —o0.

T—00

Usaremos no exercicio 11 os seguintes resultados:

Teorema 4. Se hrn+ f(z) =0 e existe r > 0 tal que f(x) >0 parap <x <p+r,
T—p
entao

1
lim = 0.

st f()
11



Teorema 5. Se lim f(x) =0 e existe r > 0 tal que f(x) < 0 parap < x < p+r,

z—pt
entao
li !
im —— = —o00
z—pt f(il?)
Teorema 6. Se lim f(z) = 0 e existe r > 0 tal que f(x) >0 parap —r < x < p,
T—p—
entao
li !
im —— = co.
T—=p~ f(ZL‘)
Teorema 7. Se lim f(x) =0 e existe r > 0 tal que f(x) <0 parap—r < z < p,
T—p~
entao
li L
im —— = —o0
T—=p~ (J])
Ezercicio 11:
(e) Temos que
, xr—3 _ 1 3
e A N
Como 22 > 0 quando z < 0, pelo Teorema 6, lim — = o00. Como também
z—0— T
lim (x — 3) = —3 < 0, segue que
z—0~
-3
lim = —00.
z—0~ [I§'2
(h) Para todo x # 3,
r? — 3z z(r — 3) x

22—62+9 (z-32 (z—3)
Como x — 3 > 0 para x > 3, segue que

2% — 3z i T

lim ——F = lim
z=3+ 22 —06x+9 23t —3

=0+ 12 — 1 z—0t

o 2x+1 _ 1 2z+1
lim = lim (—- )zoo~(—1)=—oo.



Obervagao: Acima foi escrito oo - (—1) apenas como notagao para significar que a
20 +1

funcao — tende a oo e tende a —1, de modo que o produto das duas tende a
x

—0Q.

(1)

) 32 —4 ] 1 3r2 —4 —1
lim = lim . =00+ — = —00Q.
es—1+ 1 —22 o1+ \14+2 1—2 2

c—0+t 13 — 22 oot

sen T 1 senx 1
lim ——— lim (—-—- ):oo-l-—lz—oo.

FEzxercicio 12:

Tome f(x) = 2z e g(x) = =z, para x € R. Entao lim f(z) = lim g(z) = oo, e

. . T—r00 T—r00
lim (f(z) = g(z)) = lim 2 = oco.

FExercicio 13:

Tome f(x) =2z e g(x) =z, para z € R\ {0}. Entdo lim f(z) = lim g(z) = o0, e
T—00

Tr—r0o0
lim @: lim 2 = 2.

13



