Aula 10. Cadeias de Markov com tempo continuo II.

1. Escrever as equacoes de Kolmogorov backward e forward para o processo de Poisson homogéneo com taxa A,
e tenta resolver. Escrever as equagoes de Kolmogorov backward e forward para o processo de nascimento puro
com taxa A, (nem tenta resolver).

Solugao. Primeiramente lembramos que o processo de Poisson é um processo de Markov com tempo continuo,
e ainda mais, ele pertence a classe de processos de Markov que chamamos de processos de nascimento e morte.
A matriz Q = (g;;,% # j) de taxas de transicdo descreve totalmente (define) a cadeia com tempo continuo.
Vamos escrever essas taxas para o processo de Poisson. Observa que os “pulos”permitidos (aqueles que tém a
taxa positiva) para processo de Poisson, sdo somente os pulos ¢ — i + 1, para quaisquer i € {0,1,2,...}. Assim,

gii+1 = A, para quaisquer i € {0,1,2,... }.

A taxa de permanéncia no estado ¢ qualquer é a mesma
v; = ZQi,j = Qiit1 = A
J#i
Agora estamos prontos para escrever as equagoes de Kolmogorov. Seja X (t) uma cadeia formada pela matriz de
transicdo Q = (¢i5,¢ # j). Seja P; ;(t) =P(X(t) = j | X(0) = 1), entdo
equagoes forward P} ;(t) = Z P, i(t)qr,; — v P ;(t)
k#j
equagdes backward P; ;(t) = Z Gi kP ;(t) — v P; ;(t)
k#j

Descrevemos forward:
= ZPi,k(t)QkJ —v; P 4(t)
k]
P} (t) = Pij-1(t)gj—1,; — v Pi;(t)
P ;(t) = Pij1()A = AP j(t) = APy j—1(t) — Py (), § >4,
Pl (t) = =AP;i(t), j=1.

)

Descrevemos backward:
) = qinPe(t) —viPij(t)
oy
P} ;(t) = Gi.iv1Pig1,5(t) — v Py j(t)
P/ (t) = APiy1,5(t) — APy j(t) = M(Pig1,5(t) — Pij(t), j>1,
P i(t) = =AP,i(t), j=i.

3

Processo de Poisson é processo homogéneo, o que significa, por exemplo,
P j—1(t) = Pig1,;(¢),

e em sua vez, podemos observar que as equagdes forward e backward sdo equivalentes. A solugao para P, ;(t) é
direto, e fizemos durante o curso vérias vezes P; ;(t) = e~*. O que coincide com a nossa intuicio: a distribuicio
de tempo de pulo (uma ocorréncia de um evento) tem a distribuigdo exponencial com a taxa A, o que de outro
lado, interpreta-se como tempo de permanéncia em estado. Seja T; esse tempo de permanéncia em estado i, e
sabemos que T; ~ exp(A), entao

Pi(t) =P(X(1) =i | X(0) = i) =P(Ti > t) = ¢, (1)
Tentamos resolver a equacao para F;; 11(8):

i i1 (t) = AM(Pig1,i41(t) — Piiga(t), equacdo backward,
i1 (t) = AM(Pii(t) — Piiga(t)), equagdo forward,



Lembrando (1) ambos as equagOes tornam uma equagao
Lir1(t) = Ae TN = AP (8). (2)

Mostrei como resolver isso na aula, mas isso nao é uma habilidade que vai ser cobrada na prova, por isso, aqui,
sugiro verificar que a fungdo Ate~** satisfaz equacio (2).

Queria somente mostrar uma versao alternativa de provar que P; ;11 (t) = Ate™*: sejam Tj, T;41 sao temos de
permanéncia em estados correspondentes, entao

Prosi(t) = P(X(t) = i +1| X(0) = i) = /0 N NP(They > 1 — 8)ds

t t
= / e M A=) gg — )\efAt/ 1ds = Me ™, ¢t > 0.
0 0

Consideremos agora o processo de nascimento puro com taxas (\;,¢ = 0,1,...). Em termos de taxas de transigao
Gii+1 = A; e as equacoes de Kolmogorov sao

Descrevemos forward: ,
P i(t) = Pij-1(t)gj—1,; — v Pi;(t)

Pl i(t) = Pij1(t)Aj—1 — NP (1), § >4,

Pli(t) = =NiP(t), j=i.
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Descrevemos backward: )
P ;(t) = qiit1Piy1,5(t) —viP; (t)
Pi/,j(t) = NP1, () — NP 5(t), J >4,
P .(t)=—=N\P;(t), j=1t.
0

[

Nesta vez, as equagoes sao diferentes e nao sao equivalentes.

. Considera o processo de nascimento e morte em versao quando nao ha nascimentos, i.e. A, = 0 para qualquer n.

(a) Escreve equacgao dianteiro (forward) de Kolmogorov.
(b) Achar a solucao para P, ,(t).

) Encontre P, ,_1(t).

)

(c

(d) Mostre que, se , = ny, em que g é um parametro fixo, entao

Pyt = (D) (e e 0 <y <o

Solugao. A situagdo parecida co item anterior, em termos de taxas de transicio somente seguintes taxas sao
positivas

Giji—1 =i, 1=1,2,...
as equagoes de Kolmogorov sao seguintes.

Descrevemos forward: para j < ¢

Pli(t) =" Pik(t)qr; — v Pij(t)
oy

P} i(t) = Pijr1(t)gj+1,5 — vi P s(t)
P i(t) = P jy1 ()i — i P j(t), § <4,
P (t) = —pPi(t), j=1i.
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Descrevemos backward:

= i Prs(t) = Py (t)
k#j
Pl (t) = qiic1Pi1,j(t) — viP; ()
P (t) = piPi—1(t) — paPi (1), j <i,
P (t) = —piPi(t), j=i.

3. Considere processo com trés estados S = {0,1,2} e com seguintes taxas de transicdo: go1 = g1,2 = ¢20 = A €
¢1,0 = g2,1 = go,2 = i. Escreva equagdes de Kolmogorov dianteiro (forward) e retrégrado (?) (backward). Tenta
achar pg ,(t), x € S. Achar a distribuicao invariante.

Solucgao. Descrevemos forward: s6 parat=0e j =0,1,2

= Pir(t)ar; — viPij(t)
oy

Py o(t) = Poa(t)qr,0 + Po2(t)g2,0 — voPo,o(t)
= Po1(t)pu+ Po2(t)A — (A + p) Po,o(t)

Py 1(t) = Po,o(t)qo,1 + Po2(t)gan — viPo(t)
= Poot)A+ Po2(t)n — (A4 1) Po1(t)

Py o(t) = Po,o(t)qo,2 + Po,1(t)q1,2 — v2Po 2 (t)
= Poo(t)u+ Po1(t)A — (A + p) Po2(t)

Descrevemos backward: s6 parat=0e 57 =0,1,2
P i(t) = Z Qi kP j(t) — viPi ;(t)
oy
Py o(t) = qo,1Pro(t) + qo2Pao(t) — voPoo(t)
= AP1o(t) + pPo(t) — (A + 1) FPoo(t)
Py 1 (t) = qo1Pra(t) + qo2Pei(t)ge1 — voPoa(t)
= Poo(t)A+ Po2(t)p — (A + p)Po(t)
Py 5(t) = qo,1P12(t) 4 qo.2Pa2(t) — voPo2(t)
= APo,o(t) + pPo,i(t) — (A + 1) Po2(t)

Nem vamos tentar achar pg .(t), € S....

Sobre a distribuicao invariante: ja que a distribuicao invariante, entao nao mudar durante o tempo, por isso a
derivada é zero. Aplicamos isso para equagtes forward substituindo P; ;(t) pela invariante m(j)

0=m(L)p+m2)A = A+ p)7(0) A+ =7(1) =7(2) = 7(Lp+7(2)A

0=m0)A+7(2)p— A+ p)m(1) o J A =7(0) —7(2) =7(0)A +7(2)u

0 = w0+ 7(DA — (A + p)(2) (A -+ ) (1 = 7(0) — (1)) = 7(0)ps + w(1)A
1=7(0) + 7(1) + 7(2) adicionamos isso 1=7(0)+7(1) +7(2)
A+ ) (1 — (1) = 7(2)) = 7(L)ps + m(2)A (\+ 1) = 7(1)(20 + ) + 7(2)(2A + 1)
L O @) = w0 7@ O ) = m0)A ) + () 2u 4 )
A+ )1 ==(0) = 7(1)) = 7(0)p + 7w (1)A A+ p) =7(0)(2p+A) +7(1)(2A + p)

1=m(0)+7(1) 4+ 7(2) 1=m(0)+7(1) 4+ 7(2)



